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PREFÁCIO 


A 3. edição em língua francesa conserva como essencial o 
conteúdo da 2.* edição. Certos capítulos foram profundamente revistos 
e completados, em especial aqueles que tratam de certos ramos das 
matemáticas modernas, cujo conhecimento é nos nossos dias indis- 
pensável a todo o engenheiro. Na parte «Exercícics» aumentou-se o 
número de problemas, insistindo sobre aqueles que, mais difíceis, exi- 
gem mais reflexão. O material desta nova edição é apresentado em 
do:s volumes. 

No primeiro volume, os capítulos iniciais «Número, variável, função» 
e «Limite e continuidade das funções» foram resumilos na medida 
do possível. Cerias questões, habitualmente tratadas nestes capítulos, 
foram conscientemente reporiadas aos capítulos seguintes. Isto permitiu 
abordar mais rápidamente a derivada. noção fundamental do cálculo 
diferencial; esta necessidade foi-nos ditada pelas exigências das outras 
disciplinas do ensino técnico superior. O bom fundamento duma tal 
disposição foi felizmente confirmado pcla experiência de vários anos. 

No fm do primeiro volume inseriu-se os anexos 1 e II cxpondo 
problemas muito importantes para o engenheiro: «Estabelecimento duma 
dependência funcional a partir de dadcs experimentais pelo método 
dos mínimos quadrados» e «Fórmula de interpolação de Newton. 
Derivação numérica». l 

No segundo volume, para assegurar aos estudantes uma prepa- 
ração matemática que lhes permita abordar as disciplinas ligadas à 
automação e aos métodos de cálculo automático. que são hoje ensi- 
nadas nos estabelecimentos Je ensino técnico superior, vários desen- 
volvimentos, tratando em detalhe destas questões, foram inseridos: 
«Integração numérica das equações diferenciais c sistemas de equações 
diferenciais» (*), «Integração de sistemas diferenciais lineares», «Noção 
sobre a teoria da estabilidade de Liapounov», «Operador hamiltoniano», 
«Integral de Fourier», etc. 


(*) Os métodos de cálculo numérico habitualmente tratados nos cursos 
de análise são igualmente expostos neste manual. 


Esta edição foi também completada por dois novos capítulos 
«Equações da física matemática» (capítulo XVIII) e «Cálculo opera- 
cional e aplicações» (capítulo XIX). 

O capítulo XVIII passa em revista as equações fundamentais 
da física matemática. Tem-se dado uma importância particular à 
análise da natureza dos fenómenos físicos que conduzem às equações de 
diferentes tipos e aos problemas de limites ccrrespondentes. Uma grande 
importância foi igualmente concedida aos métodos numéricos de reso- 
lução das equações diferenciais às derivadas parciais. 

No capítulo XIX expós-se as noções fundamentais do cálculo 
operacional e o método operacional de resolução das equações dife- 
renciais. Elas são indispensáveis para o estudo de numerosas disciplinas 
aplicadas, em especial as ligadas à electrotécnica. 

Um grande número de problemas e de exercícios, que esclarecem 
a maior parte dos vínculos que existem entre as matemáticas e 
as outras disciplinas, foram incluídos neste manual. Os problemas e 
os exercícios foram especialmente escolhidos para cada capítulo do 
curso a fim de contribuir para a assimilação da parte teórica. Alguns 
foram resolvidos e comentados a título de exemplos. Isto torna o 
uso deste manual particularmente precioso para o estudo auto- 
«didáctico. 

Devo exprimir a minha profunda gratidão às Edições Mir que 
aceitaram a tradução e a publicação desta obra. 


O autor 
NOTA SOBRE A PRESENTE EDIÇÃO 


Esta edição, a 4.º em francés, reproduz a 3.º, que se esgotou 
rapidamente. 

Procedemos, no entanto, às correcções que o autor julgara neces- 
sárias para esta nova edição, a fim de apresentar aos leitores uma 
obra ainda mais digna da sua confiança. 


O EDITOR 


Capítulo 1 


NÚMERO, VARIAVEL, FUNCOES 


$ 1. Números reais. Representacáo dos números reais 
pelos pontos do eixo numérico 


A nocáo de número é uma das mais fundamentais das mate- 
máticas. Elaborada na Antiguidade, ela sofreu no decurso dos séculos 
um longo processo de extensão e de generalização. 

Os números inteiros, os números fraccionários positivos e nega- 
tivos, compreendendo o número zero, são chamados números racionais. 


Todo o número racional pode ser posto sob a forma de quociente "7 


de dois números inteiros p e q. Por exemplo: 


9 ð 
7: 1,2) == 7. 
Em particular, todo o número inteiro p pode ser considerado 
como quociente de dois números inteiros p e 1: $ . Por exemplo: 
` 6 0 
6 == 1º 0 — 1: 


Os números racionais podem ser postos sob a forma de fracções 
decimais limitadas ou ilimitadas. 

Os números expressos pelas fracções decimais ilimitadas não 
periódicas, são denominados números irracionais; tais são, por exemplo, 
os números V 2, Va 5— V 2, etc. 

O conjunto dos números racionais e irracionais formam o con- 
junto dos números reais. Os números reais constituem um conjunto 
ordenado, isto é, que para cada par de números reais x e y, uma € 
somente uma das relações seguintes 


IZY, =Y, T>Y 
é satisfeita. 

Os números reais podem ser representados pelos pontos do eixo: 
numérico. Chama-se eixo numérico a uma recta infinita sobre a qual 
se escolheu: 1) um ponto O chamado origem, 2) um sentido positivo, 
que se indica por uma seta, e 3) uma unidade de medida. A maior 
parte das vezes, disporemos o eixo horizontalmente e escolheremos 
a direcção da esquerda para a direita como sentido positivo. 
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Se o número x, é positivo, representá-lo-emos pelo ponto 
M, situado à direita da origem e distante de O de OM, = x,; da 
mesma forma se o número x, é negativo, nós representá-lo-emos pelo 
ponto M, situado à esquerda de O e distante de O de OM, = x; 
(fig. 1). 

O ponto O representa o número zero. É evidente que todo o 
número real é representado por um só ponto do eixo numérico. A dois 
números reais distintos correspondem dois pontos diferentes (fig. 1) 
do eixo numérico. A afirmação seguinte é verdadeira: cada ponto 
do eixo numérico é a imagem dum só número real (racional ou 
irracional). 

Assim existe uma correspondência biunívoca entre todos os 
números reais e todos os pontos do eixo numérico: a cada número 


M, 0 M, 
2-1 123 


T 


Fig. 1 

corresponde um ponto único e inversamente a cada ponto corresponde 
um só número de que ele é imagem. Isso permite em numerosos 
raciocínios empregar indiferentemente a noção de «número x» ou a 
de «ponto x». Neste manual teremos frequentemente a ocasião de 
tirar partido desta observação. 

Indiquemos, sem a demonstrar, a propriedade seguinte, relativa 
ao conjunto dos números reais: entre dois números reais quaisquer, 
existen sempre números racionais e números irracionais, Geomètrica- 
mente isto significa: entre dois pontos quaisquer do eixo numérico, 
existem sempre pontos racionuis e pontos irracionais. 

À guisa de conclusão, citamos o seguinte teorema que representa, 
de qualquer modo, o papel de um «ponto lançado entre a teoria e 
a prática». 

Teorema — Todo o número irracional a pode ser expresso com 
o grau de precisão desejudo com o auxílio dos números racionais. 

Com efeito, seja « um número irracional positivo. Propunhamo-nos 


: 1 
calcular o valor aproximado de a a menos de — (por exemplo, a 


menos de , a menos de etc.). 


1 1 
10 400. 
Qualquer que seja o número a, ele está incluso entre dois números 
inteiros consecutivos N e N + 1. Dividamos o segmento compreendido 
entre N e N+1 em n partes iguais. Então a encontrar-se-á incluso 
m 


entre dois números racionais N + = e N+= 4 A diferença entre 
estes dois números, sendo igual a + , cada um deles exprimirá «a 


com a precisão desejada, o primeiro por defeito, o segundo por excesso. 
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Exemplo — O número irracional VŽ exprime-se com a ajuda dos números 
racionais: 


1 
14 e 1,5 a menos de 10 


4 
1,41 e 1,42 a menos de 200 


1,414 e 1,415 a menos de etc. 


1 
1 000 
$ 2. Valor absoluto dum número real 


Introduzamos agora a noção de valor absoluto de um número real. 


Definição — Chama-se valor absoluto (ou módulo) de um número 
real x (notáção |x|) ao número real não negativo, que satisfaz as 
seguintes condições: 


|r|=z se z>0; 
|r|=—z se r<0. 
Exemplos: |2 |= 2; |—51= 5; 10| = 


Resulta desta definição que para todo x se tem x< |x|. 
Vejamos algumas propriedades do valor absoluto. 


1. O valor absoluto da soma algébrica de vários números reais não 
é superior à soma dos valores absolutos dos componentes. 


iz+y|<lz|+tyl. 


Demonstração — Seja x + y > 0, então 


ir+yl=z+y<Ia +lyl (porque z<|z| e y<lyl). 
Seja x+y< 0, então 


iztyl=—-(c+ty=(—-)+(—y<I|z|+lyl, 
c. q. d. 


A demonstração pode ser facilmente alargada a um número qual- 
quer de termos. 


Exemplos: 
|-2+3|<|j-2 +j3¡=2 Fa ou 1<5, 
|—-3—5|=|—-3] +] —51=3+5 ou 8=8, 


2 


2. O valor absoluto da diferença não é 


inferior à diferença dos 
valores absolutos: 


a 
[r—yl|<l|z]| —lyl. 
Demonstração — Façamos x— y = z, então x= y + z e segundo 
a propriedade precedente, 


Ixi=ly+2|<lyl+121|=|yl| 4]2— yl, 
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donde 


xl —j¡y¡ <|z—yl, 
c. q. d, 


3. O valor absoluto do produto é igual ao produto dos valores 
absolutos. 


Izyzl=|z||yllzl. 


8 e 


4. O valor absoluto do quociente é igual ao quociente dos valores 
absolutos do dividendo e do divisor: 

* | JH 

y ly | 


As duas últimas propriedades resultam imediatamente da defi- 
nigáo do valor absoluto. 


$ 3. Grandezas variáveis e grandezas constantes 


Quando medimos certas grandezas físicas, tais como o tempo, o 
comprimento, a superfície, o volume, a massa, a velocidade, a pressão, 
a temperatura, etc., estabelecemos os valores numéricos destas gran- 
dezas físicas. As matemáticas estudam as grandezas sem ter em conta 
o seu conteúdo concreto. No que se segue, quando falarmos de grandeza, 
teremos em vista os seus valores numéricos. No decurso de diferentes 
fenómenos certas grandezas variam, quer dizer, que são susceptíveis 
de tomar diversos valores numéricos; pelo contrário, outras podem 
conservar um mesmo valor numérico. Assim, se um ponto material 
se desloca segundo um movimento uniforme, o tempo e a distância 
variam, enquanto que a velocidade permanece constante. 

Chama-se grandeza variável ou variável uma grandeza susceptível 
de tomar diferentes valores numéricos. A uma grandeza cujos valores 
numéricos não mudam chama-se grandeza constante ou constante. No 
seguimento, designaremos as grandezas variáveis pelas letras x, y, Z, 
u, ...., etc., e as grandezas constantes pelas letras a, b, c, ..., etc. 


Nota — Em matemáticas considera-se muitas vezes as grandezas 
constantes como um caso particular das grandezas variáveis: uma 
constante é uma variável cujos diversos valores numéricos são todos 
iguais. 

Notemos, todavia, que no decurso do estudo de diversos fenó- 
menos físicos pode acontecer que uma mesma grandeza seja constante 
em certos casos e variável noutros. Por exemplo, a velocidade de 
um corpo animado dum movimento uniforme é uma grandeza cons- 
tante, mas a velocidade de um movimento uniformemente acelerado é 
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uma grandeza variável. As grandezas que conservam um mesmo valor 
qualquer que seja o fenómeno considerado são chamadas constantes 
absolutas. Assim, a relação do comprimento duma circunferência com o 
seu diâmetro é uma constante absoluta cujo valor é v = 3,14159. 

Veremos, no seguimento que a noção de grandeza variável é 
fundamental para o cálculo integral e diferencial. Em «A dialéctica 
da natureza» Engels escreve: «A grandeza variável de Descartes marcou 
uma reviravolta na matemática. É com ela que o movimento e a 
dialéctica entraram na matemática o que fez sentir imediatamente a 
necessidade do cálculo diferencial e integral». 


$ 4. Domínio de definição duma variável 


Uma variável é susceptível de tomar valores numéricos dife- 
rentes. O conjunto destes valores pode variar segundo o carácter 
do problema considerado. Por exemplo, a temperatura da água aquecida 
nas condições normais pode variar desde a temperatura ambiente, 
15 a 18°C, até à do ponto de ebulição, 
100°C. Pelo contrário, a variável x = cos «æ 
pode tomar todos os valores compreendidos 
entre — le +1. 

O valor de um variável exprime-se 
geomêtricamente por um ponto do eixo 
numérico. Assim, o conjunto os valores que 
toma a variável x = cos a para todos os 
valores de æ é representado pelo conjunto 
dos pontos do eixo numérico compreendido 
Fic. 2 entre — 1 e + 1, estando inclusos os pon- 

: tos — l e + 1 (fig. 2). 


Definição — Chama-se domínio de definição de uma variável ao 
conjunto dos valores numéricos que ela é susceptível de tomar. 

Citemos os domínios de definição de certas variáveis que encon- 
traremos frequentemente, no decorrer da matéria. 

Chama-se intervalo aberto ou intervalo de extremidades a e b, ao 
conjunto de todos os números x compreendidos entre a e b (a < b); 
os números a e b náo pertencem a este conjunto. Designa-se, quer 
pela notação (a, b), quer pelas desigualdades a < x < b. 

Chama-se segmento ou intervalo fechado de extremidades a e b, 
ao conjunto de todos os números x compreendidos entre os dois 
números a e b; os números a e b pertencem ao conjunto. Designa-se, 
quer pela notação [a, b], quer pelas desigualdades 


a < xS b. 
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Se um dos números a ou b, a por exemplo, pertence e o outro 
náo pertence a este intervalo, tem-se entáo um semi-intervalo aberto 
em b; pode-se defini-lo pelas desigualdades 


a<x<b 


e designa-se pela notação [a, b). Se o número b pertence e o a não 
pertence a este intervalo, tem-se então um semi-intervalo aberto em 
a (a, b] que se pode definir com o auxílio das desigualdades 


a<x< ob. 


Se a variável x toma todos os valores maiores que a, designa-se 
este intervalo pela notação (a, + co), que se pode igualmente definir 


O mê ĀE 


E E 


I 


Fig. 3 


com o auxílio das desigualdades convencionais 
a< r< + 0. 


Considerar-se-á igualmente os intervalos e os semi-intervalos infi- 
nitos, definidos pelas seguintes desigualdades convencionais: 


a[lKr< +o; 200 ZEZC; —o <rt; — 0 LIL -© 


Exemplo --O domínio de definição da variável x = cos a, para todos 
os valores de a, é o segmento [— 1, 1]; pode-se exprimi-lo com o auxílio 
das desigualdades — 1 <x <1. 


Pode-se substituir nas definições precedentes a palavra «número» 
pela palavra «ponto». Assim, chama-se segmento ao conjunto de 
todos os pontos x situados entre os pontos a e b (a e b como sendo 
as extremidades do segmento), os pontos a e b estão inclusos neste 
conjunto. 

Chama-se vizinhança dum ponto x,, a todo o intervalo aberto (a, b) 
contendo este ponto, isto é, um intervalo (a, b) para o qual sejam 
verificadas as desigualdades a < xə < b. Escolhe-se muitas vezes a 
vizinhança de modo que o ponto Xə se encontre no meio. O ponto 


2 ie ; b—a ; 
Xo é então chamado o centro de vizinhança e o número —— o raio 


ad 


de vizinhanca. 
A figura 3 representa a vizinhança (xo. — €, Xə + €) de centro x» 
e de raio €. 
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§ 5. Variável ordenada. Variável crescente 
e variável decrescente. Variável limitada 


Diz-se que a variável x está ordenada se se conhece o seu 
domínio de definição e se, para cada par dos seus valores, se pode 
indicar o que é antecedente e o que é consequente. Aqui a noção de 
«untecedência» ou de «consequência» não está ligada ao tempo. Ela 
exprime uma certa maneira de ordenar os valores da variável, 

Um caso particular de grandeza variável ordenada é a de uma 
grandeza variável cujos valores formam uma sucessão numérica x, 
Xe, X3, ...» Tn, --. Neste caso, para k’ < k o valor zw é «antecedente» 
e o valor x, «consequente», independentemente do facto de qual destes 
dois valores é o maior. 


Definição — 1. Uma variável diz-se crescente se cada valor con- 
sequente é maior que cada valor antecedente. Uma variável diz-se 
decrescente se cada valor consequente é menor que cada valor ante- 
cedente. 

As variáveis crescentes e as variáveis decrescentes são chamadas 
variáveis de variação monótona ou simplesmente variáveis monótonas. 


Exemplo — Quando se duplica o número de lados dum polígono regular 
inscrito num círculo, a área S deste polígono é uma variável crescente. Do 
msmo modo, quando se duplica o número de lados dum polígono circunscrito 
a um círculo, a área deste polígono é uma variável decrescente. Notemos que 
uma variável não é necessiriamente crescente ou decrescente. Por exemplo, a 
variável x=sen a não é uma variável monótona quando a cresce sobre o 
segmento [0, 2%). Ela cresce primeiro de O a 1, depois decresce de 1 a — 1, 
cresce de novo de — 1 a 0. 


Definição — 2. Uma variável x diz-se limitada se existe uma 
constante M > O tal que para todos os valores consequentes da variá- 
vel a partir dum certo valor, as desigualdades 


—MStS<M, istoé I|z|<M, 


são satisfeitas, 

Por outras palavras, uma variável diz-se limitada se existe um 
segmento [— M, M] tal que a partir de um certo valor todos os 
valores consequentes da variável pertencem a este segmento. Todavia, 
existem variáveis cujos valores não preenchem o segmento [— M, M]. 
Por exemplo, uma variável susceptível de tomar diferentes valores racio- 
nais do segmento [— 2,2] é limitada, mas, é evidente que ela não 
toma todos os valores deste segmento (precisamente, os valores 
irracionais). 
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$ 6. Funcáo 


O estudo dos diferentes fenómenos da natureza e a resolução 
dos diversos problemas técnicos e, por conseguinte, das matemáticas, 
levam-nos a considerar a variação de uma grandeza em correlação 
com a variação de uma outra grandeza. Assim quando estudamos 
um movimento, considerámos o caminho percorrido como uma variável 
que depende do tempo. Aqui o caminho percorrido é uma função 
do tempo. 

Tomemos um outro exemplo. A área do círculo em função do 
raio é dada pela fórmula bem conhecida Q = TR?. Se o raio R 
toma diferentes valores, a área Q tomará igualmente diferentes valores. 
Assim a variação de uma destas variáveis provoca a variação da 
outra. Aqui a área do círculo Q é uma função do raio R. Dêmos a 
definição da noção de «função». 


Definição — 1.  Diremos que y é uma função de x e escreve- 
remos y = f(x), y = p(x), etc., se a cada valor da variável x per- 
tencendo a um certo domínio, corresponde um valor da variável y. 

A variável x é chamada variável independente. A dependência 
entre as variáveis x e y chama-se dependência funcional. A letra f, 
que entra na notação simbólica da dependência funcional y = f (x), 
indica que é necessário aplicar certas operações a x para obter o 
valor correspondente de y. Escreve-se por vezes y = y (x), u = u (x), 
em vez de y= f(x), u = (x); neste caso, a letra y exprime ao 
mesmo tempo o valor da função e o símbolo das operações aplicadas a x. 

A notação y = C, onde C é uma constante, exprime uma função 
cujo valor é igual a C qualquer que seja x. 


Definição — 2. O conjunto dos valores x para os quais o valor 
da função y é dada pela lei f(x) é chamado domínio de. existência 
da função (ou domínio de definição da função). 


Exemplo — 1. A função y =sen x é definida para todos os valores de x. 
Logo, o seu domínio de existência é o intervalo infinito — 00 < x < 00, 


Nota — 1. Se existe uma dependência funcional entre as duas 
variáveis x e y = f (x) e se se considera x e y = f(x) como variáveis 
ordenadas, diremos então que para os dois valores y* = f(x*) e y** = 
= f(x**) da função f(x) correspondendo aos valores x* e x** da 
variável x, o valor consequente da função é o que corresponde ao 
valor consequente da variável independente. É por isto que somos 
naturalmente levados a enunciar a definição seguinte. : 
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Definição — 3. A função y = f (x) diz-se crescente se a um maior 
valor da variável independente corresponde um maior valor da função. 
Define-se duma - maneira análoga a função decrescente. 


Exemplo — 2. A função Q = ~R? é uma função crescente para O0 < R < 
< + ©; porque a um maior valor de R corresponde um maior valor de O. 


Nota — 2. Quando se define a noção de função, admite-se por 
vezes que a cada valor de x tomado num certo domínio corresponde 
não a um valor de y, mas vários ou mesmo uma infinidade. Neste 
caso, a função diz-se multivoca, ao passo que a função anteriormente 
definida diz-se unívoca. No seguimento convir-nos-á chamar funções úni- 
camente ás que são unívocas. Se em certos casos tivermos de recorrer 
a funções multívocas, especificá-lo-emos todas as vezes para evitar 
qualquer confusão. 


$ 7. Diversas formas de expressão das funções 
I. Funções dadas com a ajuda de tábuas 


Neste processo dispõe-se numa certa ordem os valores da variável 
independente x,, Xz .... Xn e os valores correspondentes da função 


Yi, Y2, ..., Yn. 


T1 


y yi Yn 


Tais são. por exemplo, as tábuas das funções trignométricas, 
as tábuas de logarítmos, etc. 

Pode-se obter no decurso do estudo experimental de certos fenó- 
menos tábuas que exprimam a dependência funcional existente entre 
as grandezas medidas. Assim, por exemplo, as variações da temperatura 
do ar registados numa estação metereológica durante um dia dá-nos 
o quadro seguinte: 


Valor da temperatura T (em graus) em função do tempo t 
(em horas). 


Este quadro define T em função de t. 
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II. Representação gráfica das funções 


Consideremos no plano um sistema de coordenadas rectangulares. 
Um conjunto de pontos M (x, y), tal que nenhum par de pontos se 
encontre sobre uma recta paralela ao eixo Oy, define uma certa função 
unívoca y = f(x). Os valores da variável independente são as abcissas 
destes pontos, os valores da função as ordenadas correspondentes, 


(fig. 4). 


Fig. 4 


O conjunto dos pontos do plano (xOy) cujas abcissas são os 
valores da varlável independente e as ordenadas os valores corres- 
pondentes da função chama-se gráfico desta função. 


HI. Representação analítica das funções 


Precisemos em primeiro lugar o que entendemos por «expressão 
analítica». Chamaremos expressão analítica à notação simbólica do 
conjunto das operações matemáticas conhecidas que se deve aplicar 
numa certa ordem aos números e às letras que exprimem grandezas 
constantes ou variáveis. 

Notemos que por conjunto das óperações matemáticas conhecidas 
nos referimos não somente às operações matemáticas aprendidas no 
decurso dos estudos secundários (adição, subtracção, raiz quadrada, etc.) 
mas igualmente todas as operações que serão definidas à medida que 
sejam expostas no curso. 

Consideremos exemplos de expressões analíticas: 


pa 2; OET 2 — V5 -+ 3z, etc. 
' 5z +1 


Se a dependência funcional y = f (x) é tal que f é uma expressão 
analítica, dizemos que a função y de x é dada analiticamente. Eis 
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alguns exemplos de expressões analíticas: 


dl) y=x*—2; 2) = 3) y=V1 — 2º; 


4) y=senz; 5) Q=nRº, etc. 


Nestes exemplos as funções estão expressas analiticamente por 
uma única fórmula. (Chama-se fórmula à igualdade entre duas expres- 
sões analíticas). Nestes casos pode-se falar do 
domínio natural de definição da uma função. 

O domínio natural de definição de uma função 
dada por uma expressão analítica é o conjunto 
dos valores de x para os quais a expressão do 
segundo membro tem um valor bem determinado. 
Assim o domínio natural de definição da função 
y=x*t—2 é o intervalo infinito — œ < x < o, 
pois que esta função é definida para todos os 
z--1 
zr—í 


valores de x. A função y = é definida para 


Fig. 5 todos os valores de x excepto para o valor x= 1, 
porque para este valor o denominador se anula. 


O domínio natural de definição da função y = Y 1 — x? é o segmento 
— |I<x<l, etc. 


Nota — Importa por vezes considerar não todo o domínio natural 
de definição de uma função, mas uma parte deste domínio. Assim, a 
superficie Q do' círculo exprime-se em função do raio R pela função 
Q = x~ R?. O domínio de definição desta função para este problema 
geométrico concreto é evidentemente o intervalo infinito 0 < R < + œ. 
Contudo, o domínio natural de definição desta função é o intervalo 
infinito — œ < R< + œ. 

Uma função y = f(x) de que se conhece a expressão analítica 
pode ser representada graficamente no plano das coordenadas xOy. 
Assim, o gráfico da função y = x? é a parábola representada na figura 5. 


§ 8. Principais funções elementares. 
Funções elementares 


As principais funções elementares são funções cuja expressão ana- 
lítica é uma das seguintes: 


I. A função potência: y = xa em que a é um número real (*). 


(*) Para « irracional, esta função calcula-se tomando o logaritmo e a 
exponencial: log y = a log x. Supõe-se que x > 0. 
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II. A função exponencial: y = a” em que a é um número positivo 
diferente de 1. 

III. A função logarítmica: y = loga x em que a base do logarítmo 
é um número positivo a diferente da unidade. 

IV. As funções trigonométricas: 


y= senz, Y=C0ST, y=igr, y=cigr, y= secz, 


y = cosec T. 
V. As funções trigonométricas inversas: 


y = arc senz, y= arc cosz, y=arc tgr, 


y= arc ctgr, y= arc secz, y= arc cosec z. 


Determinemos os domínios de definição e tracemos os gráficos 
das principais funções elementares: 


A função potência, y = xa. 


l. a é um inteiro positivo. A função é definida em cada 
ponto do intervalo infinito — œ <x < + œ. Os gráficos desta função 
para diferentes valores de « estão representados sobre as figuras 6 e 7. 


y 
a 


Fig. 6 Fig. 7 


2. æa é um inteiro negativo. Neste caso a função é definida 
para todos os valores de x excepto o valor x = 0. Os gráficos desta 
função para diferentes valores de « estão representados sobre as figuras 
8 e 9. 

As figuras 10, 11, 12 representam os gráficos das funções potência 
para « racionais fraccionários. 


A função exponencial, y=a*, a>0 e al. Esta função é 
definida para todos os valores de x. O gráfico desta função está 
representado sobre a figura 13. 
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A função logarítmica, y = loga x, a>0 e al. Esta função é 
definida para x > 0. O gráfico desta função está representado sobre a 
figura 14, 


As funções trigonométricas. Nas fórmulas y = sen x, etc., a variável 
independente x está expressa em radianos. Antes de dar a definição 


Fig. 8 Fig. 9 


de função periódica notemos que todas as funções circulares enume- 
radas são periódicas. 


Definição — 1. A função y = f(x) diz-se periódica se existe um 
número constante C tal que o valor da função não se altere quando 
se junta (ou se subtrai) o número C à variável independente: f(x) = 
= f (x +C). 


y q 3/2 gar 
y 
0 T E 
Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 


O menor destes números chama-se período da função. Designa- 
-lo-emos no seguimento por 2l. 

Resulta imediatamente desta definição que a função y = sen x é 
uma função periódica de período 27” : sen x = sen (x + 27). O período 
da função y = cos x é também igual a 27. O período das funções 
y=tgxey=cotg x é igual a 7. 

As funções y = sen x e y = cos x são definidas para todos os 
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valores de x; as funções y = tg x e y = sec x são definidas para todos 
os valores, excepto nos pontos x = (2k + 1) > (k =0, 1, 2, ...); as 


funções y = cotg x e y = cosec x são definidas para todos os valores 
de x excepto nos pontos x= kr (k=0, 1, 2, ...). Os gráficos das 
funções trigonométricas estão representados sobre as figuras 15 a 19. 


Al tm o, OS ge 


Fig. 13 Fig. 14 


No decorrer das lições estudaremos em pormenor os gráficos 
das funções trigonométricas inversas. L 

Introduzamos a noção de função de função. Se y é uma função 
de u, e u uma função da variável x, y depende então de x. Seja 


y = F (u) 


u = ọ (x) 


Deduzimos uma função y dé x:y =F [p (x)]. 
Esta última chama-se função de função ou função composta. 


Exemplo — 1. Seja y=sen u e u=x. A função y = sen (x) é uma 
função composta de x. 


Nota — O domínio de definição da função y = F[p (x)] é ou 
o domínio de definição completo da função u = p(x), ou a parte 
deste domínio no qual os valores de u pertencem ao domínio de 
definição da função F (u). 


Exemplo — 2. O domínio de definição da função y = VI—= x (y= Vu, 
u =1— x) é o segmento [— 1, 1), visto que quando |x|>1, u<0, e por 
conseguinte, a função Vu não é definida (embora a função u=1— x° seja 
definida para todos os valores de x). O gráfico desta função é a metade 
superior da circunferência de raio 1, cujo centro é a origem das coordenadas. 
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Fig. 15 


Fig. 16 


Fig. 18 


Fig. 17 
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A operação «função de função» pode ser executada não sómente 
uma vez, mas um número arbitrário de vezes. Por exemplo, obtém-se 
a função composta y = Log [sen (x? + 1)] executando as operações 
seguintes (em definindo as funções seguintes): 


v=z +1, u=senv, y=Logu. 
Dêmos a definição duma função elementar. 


Definição — 2. Chama-se função elementar toda a função que pode 
ser dada com a ajuda de uma só fórmula Jo tipo y = f(x), onde a 
função f(x) é o resultado das combinações de funções elementares 
principais e de constantes realizadas com a ajuda das operações de adição, 


y 


0) 1 2 T 
Fig. 20 


de subtracção, de multiplicação, de divisão e de função de função; todas 
as operações devem ser efectuadas um númerọ finito de vezes. Resulta 
desta definição que as funções elementares fazem parte das funções 
definidas analiticamente. 


Exemplos de funções elementares: 
Vit Zsen3z log +4y 1+2tgx 
== n2z: E q APT ES E 


Exemplo de função não elementar: 


etc. 


A função y = 1.23. ... -en (y = f(n)) não é uma função elementar visto 
que o número de operações que se deve efectuar para obter y cresce com n, 
isto é, não é um número finito. 


Nota -— A função representada sobre a figura 20 é uma função 
elementar se bem que ela seja dada com a ajuda de duas fórmulas: 


f(z) =z, € 0O<i<t; f(13=2r—1, sé 1<:'e<?, 


Pode-se mostrar que esta funcáo pode ser dada com a ajuda de 
uma única fórmula y = f(x), como indicada na definição 2. Com efeito, 
pode-se escrever: 


O E = 
i œ= (1-3) +7 € — 1)=3(2-3)+31 (1-1) 
para U< zxI< 2. 
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$ 9. Funções algébricas 


As funções algébricas compreendem as funções elementares 
seguintes: 


I. Função racional inteira ou polinómio 
y =u Har.. H an, 


em que ao, a, ..., an são números constantes chamados coeficientes; 
n é um inteiro positivo que se chama grau do polinómio. É evidente 
que esta função é definida para todos os valores de x, isto é, que ela 
é definida num intervalo infinito. 


Exemplos — 1. 'y=ax+b é uma função linear. Quando b = 0, esta 
função exprime uma dependência entre x e y tal que estas duas variáveis são 
proporcionais. Quando a = 0, y =b a função é constante. 


JA a>0 YA a<0 


a) b) 
Fig. 21 
2. y=ax'+ bx+c é uma função do segundo grau. O gráfico desta 


função é uma parábola (fig. 21). O estudo pormenorizado destas funções é o 
objecto da geometria analítica. 


II. Fracções racionais. Esta função é definida como o quociente 
de dois polimónios: 


_ aya" +azr"?*+...+a, 
bor Abia tun + ba 


Um exemplo de fracção racional é-nos fornecido pela função 


y 


a 
= 


que exprime uma dependência inversamente proporcional. 

O gráfico desta função é dado sobre a figura 22. É evidente que 
a fracção racional é definida para todos os valores de x excepto, os 
valores para os quais o denominador se anula. 


HI. Função irracional. Diz-se que a função y = f(x) é irracional, 
se f(x) é o resultado das operações de adição, de subtracção, de multi- 
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plicação, de divisão e de elevação a uma potência racional não inteira. 
Eis exemplos de funções irracionais: 


27º + Vz Ve 
y = >=; yYy=Vx, etc. 
V1 + 5r? 
Nota — 1. Os três tipos de funções algébricas que acabamos de 


citar não esgotam todas as funções algébricas. Chama-se função algébrica 
toda a função y = f (x) que satisfaz uma equação do tipo 


Po (2) y” + Pi (dy +... + Pa (2) =0, (1) 
onde Po (x), Pı (z), ..., P, (x) são polinómios de x. 
y 
a<0 
0 T 
b) 


Fig. 22 


Pode-se demonstrar que toda a função pertencente a um dos três 
tipos citados verifica uma equação do tipo (1), mas entre as funções 
que verificam as equações do tipo (1), existem funções que não 
pertencem a nenhum dos três tipos precedentes. 


Nota — 2. Chama-se funções transcendentes as funções que não 
são funções algébricas. 
Eis exemplos de funções transcendentes: 


y =cosz, y=10*, etc. 


§ 10. Sistema de coordenadas polares 


Pode-se determinar a posição dum ponto do plano com a ajuda 
de um sistema chamado de coordenadas polares. 

Seja no plano um ponto O que se chama pólo e wma semi-recta 
saída deste ponto que se chama eixo polar. A posição dum ponto 
arbitrário M do plano pode ser determinada com a ajuda de dois números: 
o número p que dá a distância do ponto M ao pólo, e o número «q 
que .é igual ao ángulo formado pelo segmento OM e o eixo polar. 
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Adopta-se o sentido contrário aos ponteiros dum relógio como sentido 
positivo. 

Os números p e y chamam-se coordenadas polares do ponto M 
(fig. 23). | 

O raio vector p será sempre um número não negativo. Se o ângulo 
polar y varia entre os limites O < ọ < 27, então a cada ponto do plano, 
que não seja o pólo, corresponde um par bem determinado de números 
p e q. Para o pólo p = O e q é arbitrário. 


M 


P | y=psenp 
p>0 


T=PC05p 
Fig. 23 Fig. 24 


Estabeleçamos as relações que existem entre as coordenadas polares 
e as coordenadas ortogonais. Suponhamos que a origem do sistema 
de coordenadas ortogonais coincide com o pólo e o sentido positivo do 


eixo Ox com o eixo polar. 
Resulta directamente da figura 24 que 


z= pcos, y=psenq 


p=Vr + y, tgp=2. 


Nota — Para determinar q, é necessário tomar em consideração 
o quadrante onde se encontra o ponto e escolher o valor apropriado 
de y. No sistema de coordenadas polares a equação p = F (p) determina 
uma curva. 


e inversamente 


Fig. 25 


Exemplo— 1. A equação p=a, em que a é uma constante, define no 
sistema de coordenadas polares um círculo, cujo centro está no pólo e o raio 
é a. A equação deste círculo (fig. 25) num sistema de coordenadas ortogonais, 


disposta como indica a figura 24, é: 


Vz24-y2=a ou z24y2—a?. 
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Exemplo — 2. 
P = ay, onde a = const. 


Dispunhamos sob a forma de quadro os valores de p para certos 
valores de q: 


| 
p O [Baja 4,57 aja 2,860 ax 3,14 al= 4,71 a[= 6,280]= 9,42 ajx 12,56 a 


A curva correspondente está representada sobre a figura 26. Esta curva 
chama-se Espiral de Arquimedes. 


Fig. 26 Fig. 27 


Exemplo — 3. 
p = 2a cos p. 


É a equação dum círculo de raio a, cujo centro se encontra no ponto 
Po =a, p=0 (fig. 27). Escrevamos a equação deste círculo no sistema de 
cordenadas rectangulares. A 
Substituindo nesta equação p= Vz21-y2, cos === 
Y 124 y 


T 
V 22 + y? 


z2 4- y2—2ax=0. 


PES Y 22+y2=2a 


ou 


Exercícios 
1. e dada a função f (x)= x? + 6x — 4. Verificar as igualdades f (1) = 3, 
= 23. 
2. f (x) = x? + 1. Calcular os valores: a) f (4). Resposta 17. 
b) f (V2).Resp. 3. c) f (a + 1). Resp. a? + 2a + 2. d) f (a) + 1. Resp. a242. 
e) f (a°). Resp. at + 1. f) [f (a)]?. Resp. at + 2a? + 1. E? (2a). Resp. a 
—4 . Formar as espressões: P (+) e . Resp. q (=) e 
Az. 1 3245 i 
=- 3+5r' Q(z) z—1 ` 
4. p(1)= V 1244, Formar as espressões :: p (2z) é (0). Resp. y (27) = 


=2 Vz2+ 1; p(0)=2. 


Ẹ (1) 
z 
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. f(0)==tg 0. Verificar a igualdade de f (29) = 


- p(7)=log o É Verificar a igualdade de p()+q(D)=q ( 


2f (0) 
1— [f (0112 ` 
a+b 
1 +ab 


. f(x) = log z; q (z) = 23. JFormar as espressdes : : a) f [p (2)]. Resp. 3 log 2. 


b) f [p (a)]. Resp. 3 log a. c) q [f (a)]. Resp. [log alt. 


Resp. — œ < zt <+ 0. 


a) Vi—z2. Resp. —1 < 
c) V zFa—y 2—b, Resp —coo<2<-+00. d) 5 


e) arc sen? x. Resp. —1 <r <1. f) y=log z. Ran a 


- y=cos 3z. 17. y=x2—4xrvW46. 


18. y= 


. Indicar o domínio natural de definição da função y = 22? + 1. 


. Indicar os domínios naturais de definição das funções: 


<+1. b) V312721/7—2z. Resp. —3 <z <1. 


o 


Resp. ra. 


g) y=a*(a > 0). Resp. a: 
Construir o gráfico das funções seguintes: 
.y=—35. 1i. y=> 241, 12. y=3—2x2, 
y= zr? 4-2r— 1. 14. y= L . 15. y=sen 2r. 


1 
1— 2º 


TU T 1 
19. y=sen (54) . 20. y=cos (--5) . 21. y=tg (5) z 
22. y=-ctg q. 23. y=3%, 24. y=2*. 
25. p=-logo =. 26. y=x8--1. 27. y=4— 23, 
1 
28. =>. 29. y=1%, 30. y=z5. 3. y=x* 
_1 1 
32. y=x *. 33. y=23%, 34. y=|2|. 
35. y=:log2| z]. 36. y==logo (1 — 2). 
37 ¡30m (22+ +). 38. y=4 cos (2+5) l 
39. A função f (x) é definida sobre o segmento (— 1; 1 da seguinte maneira: 


o D 


DD 


f(1)=1+x 

f (z) = 1 — 2z 
f(x) = 2º. 
f(x) == zx 


para 


para 0<zx 


para 
para 


. A função f (x) é definida sobre o segmento [0; 2] da seguinte maneira: 


Di 74: 
[<a 2. 


Construir as curvas dadas, em coordenadas polares. 


E (espiral hiperbólica). 


a? (espiral logarítmica). 
a Vcos 2p (lemniscata). 
a sen 39. 


44. 


p-= a (1 — cos p) (cardioïde). 


Capítulo II 


LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES 


S 1. Limite duma grandeza variável. 
Grandeza variável infinitamente grande 


Vamos considerar neste parágrafo variáveis ordenadas de variação 
específica que se define pela expressão «a variável tende para um 
limite». No decorrer deste curso, a noção de limite duma variável vai 
representar um papel fundamental, estando intimamente ligada às noções 
de base da análise matemática: a derivada, o integral, etc. 


Definição — 1. O número constante a chama-se o limite da 
grandeza variável x, se, para todo o número arbitráriamente, pequeno 


EJ Ess 


E sea 
0 IIS 
|X-a| 
Fig. 28 


e > 0, se pode indicar um valor da variável x tal que todos os valores 
consequentes da variável verifiquem a desigualdade 


jx—a|<e. 


Se o número a é o limite da variável x, diz-se que x tende para 
o limite a e escreve-se: 


z—>a ou limz=a. (9. 


Pode-se definir igualmente a noção de limite partindo de consi- 
derações geométricas. 

O número constante a é o limite da variável x, se para toda a 
vizinhança dada, por mais pequena que seja, de centro a e de raio e, 
se pode encontrar um valor de x tal que todos os pontos correspon- 
dentes aos valores seguintes da variável pertençam a esta vizinhança 
(fig. 28). Citemos alguns exemplos: 


(*) «lim» abreviatura do latim limes que significa limite. 
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Exemplo— 1. A variável x toma sucessivamente os valores z,=141; 


1 1 
ti=1+>; ai bess m=t+po: oa 


Mostremos que esta grandeza variável tem um limite: igual à unidade, 
Temos 
1 


l—11=| (1+4) 1 


Para e arbitrário, todos os valores consequentes da variável a partir 


de n definido pela relação E e ou n a , verificam a desigualdade 
n e 


| Tn —1 | < €, c.q.d. 


Notemos que no caso presente a variável tende para o seu valor 
limite decrescendo. 


Exemplo — 2. A variável x toma sucessivamente os valores 
1 e 
28" 

Em 

dm 5 ee 


Esta variável tem um limite igual à unidade. Com efeito, 
1 1 
(o 3) 1 [=>37 


Para e arbitrário a partir de n satisfazendo a relação 


4 ¿ 
E ato: tz=1— 


1 
= 575 ec ti=14+(—1)" 


|. —1|= 


1 
yn < €, 
donde i 
E 
Pies E 
4 
n log 2 > log — 
ou 
1 
log — 
ta log 2 ” 


todos os valores seguintes de x verificam a desigualdade |, — 1 |< e. 
Notemos que neste caso o valor da variável é tanto maior, quanto 


menor for o do valor limite. A variável tende para o seu limite «oscilando à 
volta dele». 


Nota — 1. Como foi indicado no $ 3 do Capítulo I, a grandeza 
constante c pole ser considerada como uma variável onde todos os 
valores são iguais: x = c. 

É evidente que o limite duma grandeza constante é igual a 
essa constante, visto que a desigualdade |x—c|=|c=c|=0<e 
é sempre satisfeita para e arbitrário. 
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Nota — 2. Resulta da definição de limite que uma grandeza 
variável não pode ter dois limites. Com efeito, se lim x=a e 
lim x =b (a< b), x deve satisfazer simultâneamente às duas desi- 
gualdades seguintes: 


jz—a|<e e |zx—b|<e 


b—a 


2 


para e arbitrâriamente pequeno; mas isto é impossível se e < 
(fig. 29). 


Nota -- 3. Não é necessário imaginar-se que cada variável deve 
necessariamente ter um limite. Seja x uma variável que toma suces- 
sivamente os valores 


1. 
Ty = —; ...; Top = 1 — — 
8 


= | 


1 


Tarti = 92H +1 


(fig. 30). Para k suficientemente grande, o valor de “zx e todos os 
valores consequentes correspondentes aos índices pares serão tão vizi- 


jI-a| 
Na T/ Wa T 
7 pá T; Iz T, Te 


Fig. 29 Fig. 30 


nhos da unidade quanto se queira, mas o valor_T2r+1 e todos os 
valores que seguem correspondendo aos índices ímpares serão tão 
vizinhos de zero quanto se queira. Portanto, a variável x não tende 
para um limite. 

Sobressai da definição de limite que se uma variável tende para 
um limite a, a é uma grandeza constante. Mas a expressão «tende 
para» pode-se empregar igualmente para caracterizar um outro modo 
de variação de uma variável, o que transparece na definição seguinte. 


Definição — 2. A variável x tende para o infinito, se para cada 
número positivo dado M se pode indicar um valor de x a partir do 
qual todos os valores consequentes da variável verificam a desigual- 
dade |x| > M. 

Se a variável x tende para o infinito, diz-se que é uma variável 
infinitamente grande e escreve-se x > 00. 
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Exemplo — 3. A variável x toma os valores 
t= — 1; t2o=2; t3=—3; ...; 2Ing=(—1)" n 
É uma variável infinitamente grande visto que para M > O arbitrário 


todos os valores da variável a partir de um de entre eles são todos maiores 
que M em valor absoluto. 


A variável x «tende para mais infinito» ou x> + œ se para 
M > 0 arbitrário, a partir de um certo valor, todos os valores con- 
sequentes da variável verificam a desigualdade M < x, 


Um exemplo de variável tendendo para mais infinito é dada pela variável x 
que toma os valores zı = 1, T2 = 2, .. ao, Ip EM... 


A variável x «tende para menos infinito» ou x-> — œ se para 
M > 0 arbitrário, a partir de um certo valor, todos os valores seguintes 
da variável verificam a desigualdade x < — M. 


Assim, por exemplo, a variável que toma os valores z; = —1, 13 = —2, 
eo. tu — = Up « -. tende para menos infinito. 


$ 2. Limite de uma função 


Neste parágrafo estudaremos certos casos particulares de variação 
de uma função quando a variável independente x tende para um 
limite a ou para infinito. 


Definição — 1.º Seja y = f(x) uma função definida numa. vizi- 
nhança do ponto a ou em certos pontos desta vizinhança. A função 
y = f (x) tende para o limite b (y > b) quando x tende para a (x — a), 
se para cada número positivo e, por mais pequeno que seja, se pode 
indicar um número positivo 8 tal que para tolos os x diferentes de a 
e verificando a desigualdade (*) 

lz—a|<8 
a desigualdade 
f(x) —b|<e 
é satisfeita. Se b é o limite da função f(x) quando x > a, escreve-se 
então 
lim f(x) = b 
x>a 


ou f(x) > b quando x > a. 


(*) No caso presente, temos em vista os valores de x que verificam a 
desigualdade ix — a: < 6 e pertencendo ao dominio de definição da função. 
No seguimento encontraremos frequentemente casos análogos. Assim, quando 
estudarmos o comportamento duma função para x— œ, pode acontecer que 
a função seja definida para os valores inteiros e positivos de x. Por conseguinte, 
neste caso x > % , tomando valores positivos inteiros. No seguimento suporemos 
que esta condição é sempre realizada. 
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O facto de f(x) >b quando x>a traduz-se no gráfico da 
função y = f (x) da seguinte maneira (fig. 31); visto que da desigualdade 
|x—a|< å resulta a desigualdade |f(x) — b|< e, então os pontos M 
do gráfico da função y = f(x), correspondentes a todos os pontos x 
cuja distância até ao ponto a é 
interior a ô, estão contidos numa 
faixa de largura 2e delimitada pelas 
rectas y=b=e e y=b+e. 


Nota— 1. Pode-se igualmente 
definir o limite da função f(x), 
quando x> a, da seguinte maneira. 

Seja uma variável x tomando 
valores tais que (ordenados de tal 
maneira que) se 


Fig. 31 Ja —al >|" — al, 


então x** é um valor consequente ex* um. valor antecedente. Se 
—+ kk —k a 
jz —a| lr —a| e T<, 


então r** é consequente e x*: antecedente. 

Doutro modo, de dois pontos da recta numérica o ponto conse- 
quente é aquele que está mais perto de a. Se os pontos estão a igual 
distância de a, o ponto consequente será aquele que se encontra à 
direita de a. 

Seja uma variável x ordenada desta maneira e tendendo para o 
limite a [x>a ou lim x = al. 

Consideremos a variável y = f(x). Além disso, admitamos duma 
vez para sempre que de dois valores da função o valor consequente 
é o que corresponde ao valor consequente da variável x. 

Se uma grandeza variável y, definida como foi acima indicado, 
tende para um limite b, quando x> a, escreveremos então 

lim f(x) = b 
x—>a 
e diremós que a função y = f(x) tende para o limite b para x> a. 

Demonstra-se facilmente que estas duas definições de limite são 

equivaléntes. 


Nota —2. Se f(x) tende para o limite b, quando x tende para 
um número a tomando apenas valores menores que a, escreveremos 
então lim f(x) = b, e chamaremos b, o limite à esquerda da função 


x>a—0 


f(x) no ponto a. Se x toma valores maiores que a escreveremos 


LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNCOES 39 


então lim f(x) = b, e chamamos bz o limite à direita da função no 
x>a+0 


ponto a (fig. 32). 
Pode-se demonstrar que se os limites à esquerda e à direita exis- 

tirem e forem iguais, isto é, b, = b: = b, então b é o limite desta 

função no ponto a no sentido definido acima. Inversamente, se uma 

função tem um limite b no ponto a, os limites desta função no 

ponto a à esquerda e à direita existem e 

são iguais. É 


y=f (1) 


Exemplo—1. Mostremos que 
lim (3x + 1) = 7. 
x>2 
Com efeito, seja e >0 um número 
arbitrário dado; para que a desigualdade 


[(8r+1—7|<e 


seja satisfeita, é necessário que sejam satis- 
feitas as seguintes desigualdades: 


[32—6|<e, |r—2]< 5, 


k : Fig. 32 

-7 < r—2 << 3 è 

Assim para e arbitrário e para todos os valores da variável x verificando a 
; € 

desigualdade |x=2|<3 = ô o valor da função 3x + 1 difere de 7 pelo 


menos de e. Isto significa justamente que 7 é o limite desta função para 
à dia A 


Nota —3. Para a existência do limite de uma função quando 
x->a, não é necessário que a função seja definida no ponto x = a. 
Quando calculamos um limite, devemos considerar os valores da função 


na vizinhança do ponto a, mas diferentes de a. Isto é claramente 
ilustrado pelo exemplo seguinte. 


T2—4 


2 — 
Exemplo — 2. Mostremos que lim > 2 
T—2 


a>2 T—2 


=4, Aqui a função 


não é definida para x = 2. 


Devemos demonstrar que para e arbitrário se pode indicar um 8 tal 
que seja satisfeita a desigualdade 


x2—4 


3 4|<* (1) 
desde que ix — 2] < 8. Mas para x&2, a desigualdade (1) é equivalente à 
desigualdade 
AS: (1) 
ou 
| z—2|<e, (2) 


Assim, a desigualdade (1) será satisfeita qualquer que seja e se a desi- 


gualdade (2) é satisfeita (aqui 8 =). Isso significa que o limite desta função 
é igual a 4 quando x tende para 2. 
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Consideremos ainda certos casos de variação duma função 
quando x tende para o infinito. 


Definição— 2. A função f(x) tende para o limite b quando 
x—> œ se para cada número positivo € por mais pequeno que seja 
se pode indicar um número positivo N tal que para todos os valores 
de x verificando a desigualdade |x| > N a desigualdade |f(x) — b|< e 
é satisfeita. 


. Exemplo — 3. Mostremos que 


on que lim (1+4) zL 
Tj, 


VD 


É necessário demonstrar que, qualquer que seja e, a desigualdade 

(1+5)-1|<e (3) 
será satisfeita desde que |x|>N, onde N é definido pela escolha de e. 
A desigualdade (3), é equivalente à desigualdade seguinte: | < €, que é 


satisfeita se se tiver 


1 
[=> =». 


Isso significa que lim (1+5)=lim a =1 (fig. 33). 


Xx—=>0 N—>00 


Fig. 33 


A significação dos símbolos x> o e x>— œ torna evidente 
a das expressões 


«f (x) tende para b quando x> + œ» e 
«f (x) tende para b quando x > — c0»,. 
que se nota simbólicamente por 
lim f()=b; lim f(x)=b. 


x—> +o x—>— 00 
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$ 3. Funções que tendem para o infinito. 
Funções limitadas 


Estudámos os casos em que a função f(x) tende para um certo 
limite b quando x>a ou x> œ. 

Consideremos agora o caso em que a função y = f(x) teride para 
infinito quando a variável x varia duma certa maneira. 


Definição — 1. A função f(x) tende -para o infinito quando 
x> a, isto é, f(x) é infinitamente grande quando x > a, se para cada 
número positivo M, por maior que seja, se pode encontrar um número 
8 >0 tal que para todos os valores de x diferentes de a e verifi- 
cando a condição |x — a| < 8, a desigualdade |f(x)| > M é satisfeita. 

Se f(x) tende para infinito quando x > a, escreve-se: 


lim f(x) = œ, 
x—> q 
ou f(x) > o quando x= a, 
Se f(x) tende para o infinito quando x-—> a, tomando apenas 
valores positivos ou valores negativos, escreve-se respectivamente 
lim f(x) = + o e lim f(x) = — o. 


x->€4 NU 


Exemplo — 1. Mostremos que lim = + 0. Com efeito, qualquer 


a Es 
l x— l (1— z)? 
que seja M > 0 tem-se: 


=>" 
desde que 
(22 < -r 
ou 
|41—r|< e ô. 
VM 
A função — Apenas toma valores positivos (fig. 34). 


Exemplo — 2. Mostremos que lim (5) = 00, Com efeito qualquer que 
a» 0 


seja M > 0 tem-se 


desds que 
[7 |=|20|<>37= 


Aqui [ —) >0 para x<0 e Ei <0 para x >0 (fig. 35). 


ma 
tar 
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Se a função f(x) tende para infinito quando x > oo, escreve-se: 


lim f (x) = oo 


x> 


e, em particular, pode-se ter 


lim f(1)=00, lim f(r)=00, lim f(z) = — oo. 
x> +a x—>— 00 a—>-+o0 
Por exemplo, 
lima?=+00, lim z= — oo. 


X>00 . N—=>— 00 


Nota —1. Pode acontecer que a função y = f(x) não tenda nem 
para um limite finito nem para infinito quando x>a ou x> o. 


Fig. 34 Fig. 35 


Exemplo—3. A função y = sen x é definida no intervalo infinito 
— 00 <x< +0, mas não tende para um limite finito ou para infinito 
quando x— + œ (fig. 36). 


Fig. 36 


Exemplo — 4. A função y = sen E que é definida para todos os valores 
XT 


de x, excepto x = 0, não tende para nenhum limite finito ou infinito quando 
x> 0. O gráfico desta função está representado na figura 37. 


Definição — 2. A função y = f(x) diz-se limitada no domínio 
de definição da variável x, se existe um número positivo M tal que 
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para todos os valores de x pertencentes a este domínio a desigualdade 
|f (x)| < M € verificada. Se tal número não existe, diz-se que a função 
f(x) náo é limitada neste domínio. 


Fig. 37 


Exemplo—3. A função y= sen x, definida no intervalo infinito 
— 00 <x< +œ, é limitada, visto que para todos os valores de x 


|senz|<t= M. 


Definição — 3. A função f(x) diz-se limitada quando x>a, se 
existe uma vizinhança de centro a na qual a função é limitada. 


Definição — 4. A função y = f(x) diz-se limitada quando x= oo, 
se existe um número N > 0 tal que, para tolos os valores de x verifi- 
cando a desigualdade |x| >N, a função f(x) é limitada. 

O teorema seguinte permite concluir se a função f(x), quando 
tende para um limite, é limitada ou não, 


Teorema — 1. Se lim f(x) =b e se b é um número finito, a 
x>a 


função f(x) é limitada quando X= a. 
Demonstração — Resulta da desigualdade lim f(x) = b que para 


todo e > 0, existe um número 3 tal que na vizinhança a — 8 <x <a+ ô 
a desigualdade 
¡f(x) —b|<e 


ou 
[f() | <¡bl1+e 

é satisfeita. 

Isto exprime justamente que a função f(x) é limitada quando 
Xx > 4. 

No:a—2. Resulta da definição de uma função limitada f(x) 
que se 

lim f (x)= œ ou lim f(x) = œ> 


x>a N>00 
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isto é, se f(x) é infinitamente grande, a função não é limitada. A pro- 
priedade inversa não é verdadeira: uma função não limitada pode 
não ser infinitamente grande. 

Por exemplo, a função y =x sen x não é limitada quando 
x— œ, visto que para todo M>0O se pode indicar valores de x 
tais que |x sen x|>M. Mas a função y =x sen x não é infinita- 


y 
| | 
l y=1 sent], 
O ZA 
| | 
| 1 
y 
A E g 5 
Mot / NZ Ni | 
-2m) EN -3 0 21 T 
| 
| 
| 
| 
ETE AE e M ES A 
Fig. 38 


mente grande visto que ela se anula nos pontos x = 0, rm, 2r .... 
O gráfico da função y= x sen x é dado na figura 38. 


é limi- 


-Teorema —2. Se lim f(x) =bY%0, a função y = T 


En 2) 


tada quando x — a. 


Demonstração — Resulta das condições do teorema que qualquer 
que seja o número e>O se tem numa certa vizinhança do ponto 
x=alf(x)—b|<e ou "f(0)|—|bl|<eou —e<]|f(x)!—|b|<e 
ou [bl-e<lfw|<|bi+e 

Resulta destas desigualdades: 

1 1 1 


O E 
[bie fl  lol+e 
- Tomando, por exemplo, e = ob] temos: 
E o e 
ojo ¡ft91 41/b] 
Isto exprime que a função A é limitada. 
f(x) 
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$ 4. Infinitamente pequenos e as suas 
propriedades fundamentais 


Neste parágrafo vamos estudar as funções que tendem para zero 
quando o argumento x varia duma certa maneira. 


Definição — Diz-se que a =a(x) é um infinitamente pequeno 
quando x=>a ou quando x> œ se lim a(x)=0 ou lim a(x) = Q. 


Xx—Uu Xx>a 


€ 
ô 1) T 
Fig. 39 Fig. 40 


Resulta da definição de limite que se, por exemplo, se tem 
lim a(x) = 0, então para todo número positivo e arbitràriamente 


X-+ 
pequeno, existe um 8 >0 tal que para todos os x satisfazendo a 
desigualdade |x —a|< & se tem |a(x)|< e. 
Exemplo — 1. A função a = (x — 1)? é um infinitamente pequeno quando 
x> |, porque lim «= lim (x— 1)2=0 (fig. 39). 
x> 1 


x> 1 


1 
Exemplo— 2. A função a= = é um infinitamente pequeno, quando 
x>x% (fig. 40) (ver Exemplo — 3. $ 2). 
Demonstremos agora a importante proposição seguinte. 


Teorema — 1. Se.a função y = f(x) puder ser posta sob a forma 
da soma dum número constante b e dum infinitamente pequeno a: 
i y=b +a, (1) 
então 
lim y = b (quando x>a ou x> 00). 


Inversamente, se lim y = b pode-se escrever y = b + a onde a é 
um infinitamente pequeno. 


Demonstração — Resulta da igualdade (1) que | y — b | = |æ |. Mas 
qualquer que seja e, todos os valores de a a partir de um certo 
valor verificam a desigualdade |a| < e, e, por conseguinte, todos os 
valores de y a partir dum certo valor verificarão a desigualdade 
ly —b|<e, Isso significa justamente que lim y = b. 
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Inversamente: se lim y = b, então qualquer que seja e para todos 
os valores de y a partir de um deles tem-se |y — b| < e. Façamos 
y— b =a, então para todos os valores de «a a partir de um deles 
tem-se |a| <£, e a é um infinitamente pequeno. 


Exemplo — 3. Seja a função (fig. 41) 


4 
7 
y + ra 
então 
lim y=1. 
A Waa O 8) 
Inversamente, se 
lim y=1, 
XN—>00 


podemos exprimir a variável y sob a forma da soma do seu valor limite 1 


adi La 
e de um infinitamente pequeno a E isto é 


y=1+0u. 
Teorema — 2. Se a = a(x) tende 
para zero para X — a (ou para x> œ) 


1 


e não se anula, então y= + tende 


para o infinito. 


Demonstração — Para todo M > 0 
arbitráriamente grande a desigualdade 


Fig. 41 


ra > M é verificada desde que a desi- 
gualdade |a| < a é satisfeita. Esta última desigualdade é satisfeita 
para todos os valores de « a partir de um deles, visto que « (x) > 0. 


Teorema — 3. A soma algébrica de um número finito de infinita- 
mente pequenos é um infinitamente pequeno. 


Demonstracáo — Estudaremos o caso de dois infinitamente peque- 
nos, pois para um número maior de infinitamente pequenos a demons- 
tração é a mesma. 

Seja u(x) = a (x) + 8 (x) onde lim a (x) = 0, lim B (x) = 0. De- 


monstremos que para e > O arbitráriamente pequeno se pode encon- 
trar um 3>0 tal que a desigualdade |x — a| < 8 implica a desi- 
gualdade ¡u|<e. Sendo a(x) um infinitamente pequeno pode-se 
encontrar um ô tal que na vizinhança de centro a e de raio ô, se tenha 


(<>: 
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Sendo £ (x) um infinitamente pequeno, numa vizinhança de centro 


a e de raio 8, ter-se-á: | B(x) | < f 


Tomemos ô igual ao menor dos dois números 8, e 82. Então para 
Les € e 
uma vizinhança de centro a e de raio 8 tem-se |a| <>; | B <5. 


Por conseguinte, teremos nesta vizinhança 
€ e 
ul=/a()+B(D1<la(0l+1B()1<z73+3=8 


isto é, |u| <£, c.q.d. 
Demonstra-se duma maneira análoga o caso 


lima(x)=0, limf(x)=0. 


x> 00 


Nota — Com o decorrer das lições, teremos de considerar somas 
de infinitamente pequenos tais que o número de termos aumenta para- 
lelamente ao decréscimo de cada um deles. Neste caso o teorema 
precedente pode ser tomado por defeito. Consideremos, por exemplo, 

1 1 
a soma de x termos u=— + — +... gr onde x apenas toma 
z z 
valores inteiros positivos (x = 1, 2, ..., n, ...). É evidente que cada 
termo é um infinitamente pequeno quando x > œ, mas a soma u= 1 
não o é, 


Teorema — 4. O produto dum infinitamente pequeno a = a (x) 
por uma função limitada z = z(«) é um infinitamente pequeno quando 
x> a (ou x> 0). 


Demonstração — Daremos a demonstração para o caso de x>a. 
Pode-se indicar um número M>O tal que numa certa vizinhança 
do ponto x =a a desigualdade |z|< M é satisfeita. Para cada e > 0, 


pode-se encontrar uma vizinhança onde a desigualdade MES” é 


satisfeita. Para todos os pontos da mais pequena destas vizinhancas 
ter-se-á E 
|[az| <— M =e. 
M 


O que exprime que az é um infinitamente pequeno. A demons- 
tração é idêntica para o caso em que x > œ. Do teorema demonstrado 
resulta: 


Corolário — 1. Se lim a = 0, lim 2 = 0, então lim «8 = 0, por- 
que 8 (x). é uma função limitada. Este resultado estende-se ao caso 
dum número finito qualquer de infinitamente pequenos. 
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Corolário — 2. Se lim «=0 e c= const, então lim ca = 0. 


a (x) 


Teorema — 5. O quociente z (2) de um infinitamente pequeno 


a (x) e duma função cujo limite é diferente de zero é um infinitamente 
pequeno. 

Demonstração — Seja lim a(x) =0, lim z (x) = b0. Resulta 
do teorema 2 § 3 que é uma variável limitada. Eis porque a 
f a (z) (x) ESA! duto d finitament 
Da TE =a(x) - (2) o produto dum infinitamente pequeno 


por uma grandeza limitada; logo é um infinitamente pequeno. 


$ 5. Teoremas fundamentais sobre os limites 


Néste parágrafo bem como no parágrafo precedente teremos 
de considerar funções que dependem duma mesma variável indepen- 
dente x e para as quais x> a ou x> 00. 

Daremos a demonstração para um destes casos, visto que a 
demonstração do outro caso é semelhante. Por vezes não escrevemos 
já x>a ou x> œ subentendendo um ou outro. 


Teorema — 1. O limite da soma algébrica de dois, de três ou 


dum número finito qualquer de variáveis é igual à soma algébrica dos 


limites destas variáveis: 
lim (u, +... + ur) = lima +... + limu,. 


Demonstração — Daremos a demonstração para o caso de dois 
termos, visto que ela se estende da mesma maneira a um número 
qualquer de termos. Seja lim u, = a,, lim u, = az. Então em virtude 
do teorema 1 $ 4 pode-se escrever: 


Uy =4, + 0%, U= lg + Ya, 
onde a, € «az são infinitamente pequenos. Por conseguinte, 
uu, = (dy + Go) + (0 + 0%). 


Como (a, + a.) é uma constante e (a, + az) um infinitamente 
pequeno, pode-se escrever sempre baseado no teorema 1 $ 4 que 


lim (14, + 4) =4, + a = lim u + lim ug. 
Exemplo — 1. 


ala 


. ql Dr j 
lim ——— == lim (1+ 
z 


N=>00 E x=) 


9 9 
pe “Jim 14+ ni e -+ lim ROA, 


X=>.0 X- ->D 


Teorema — 2. O limite do produto de dois, de três ou de um 
número finito qualquer de variáveis é igual av produto dos limites 
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destas variáveis 
lim j'u. ... -Up = lim 4: lim us: ... -lim ug. 


Demonstração — A fim de não complicar a demonstração consi- 
deraremos o caso de dois factores. Seja lim u, = a,, lim u, = a2. 
Então, 


UW = 4, + QU, Uy = lg + Go, 
uu, = (a, + 01) (a, + A) = aja, + 41% + 090] + Go. 


O produto aa, é uma constante. Com base nos teoremas do 
$ 4 a expressão aja; + ara, + aja; é um infinitamente pequeno. Por 
conseguinte, lim u,uz = aa, = lim u, * lim uz. 


Corolário — Pode-se tirar um factor constante de debaixo do 
sinal de limite. Com efeito, se lim u, =a e c é uma constante 
tem-se, por conseguinte, lim c = c, donde lim (cu,) = lim c: lim u, = 
=c'limu, c q. d. 


Exemplo — 2. lim 5735 lim 23--- 5.840. 
x>2 x—> 


Teorema — 3. O limite do quociente de duas variáveis é igual 
ao quociente dos limites destas variáveis, se o limite do denominador 
for diferente de zero. 


lim — = ; sê lim v Æ 0. 


Demonstração — Seja lim u =a, lim v = b 0. Então u =a + 
+a, v=b+ß onde a e 8 são infinitamente pequenos. 
Escrevamos a identidade 


u A O a, ab — Ba 


v b+B b+B b)? b d(b+B) 
de ua ao ab — Pa 
b b (b + P) 
a 4 a - ab—fa 
A fracção T é um número constante e a fracção DGFP) é 


segundo os teoremas 4 e 5 do § 4 um infinitamente pequeno, visto 
que ab — Ba é um infinitamente pequeno e que o limite do deno- 

; Í . Uu a lim u 
minador b(b + 8) é igual a b? 0. Logo, lim ra a 


4 
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Exemplo — 3. i á zj 
im (3t+5 im z+-5 
] mE ai I A T == =— = 4, 


x>1 41—2 lim(4z—2) 4limz—2 4142 2 
x—>1 x— 1 


Utilizamos aqui o teorema relativo ao limite do quociente de duas fun- 
ções, porque o limite do denominador é diferente de zero quando x 31. Se o 
limite do denominador é igual a zero, não se pode servir deste teorema. 
É necessário neste caso fazer um estudo detalhado. 


Exemplo — 4. Encontrar o limite lim + — 4 
x>2 T— 


denominador tendem para zero quando x-—>2. Eis porque o teorema 3 não 
pode ser aplicado. Efectuemos as transformacdes seguintes: 
22 — 4 _(z—2) cta 


z—2 z— 2 


Aqui o numerador e o 


+2. 
É lícito efectuar-se esta transformação para todos os x diferentes de 2. 
Eis porque, se pode escrever, partindo da definição de limite: 
in m (22) (2h, lim (z +2)=4. 
x>2 


x>2 L— 22 


Exemplo — 5. Encontrar o limite lim 

a>1 Y— 

minador tende para zero, enquanto que o numerador tende para 1. Logo, o 
limite da variável inversa é igual a zero, isto é, 


_ Quando x>51, o deno- 


l — 1 
o g— SE) (z ) 0 
lim = — =—=0 
zi, 2 lim z 1 
x—> 1 


Logo, teremos em virtude do teorema 1 do parágrafo precedente 


lim 
x>1 T—1 


= 00. 


Teorema — 4. Se as funções u = u (x), z = z (X), v = v (X), estão 
ligadas entre si pela dupla desigualdade u < Z < v e se u(x) e v(x) 
tendem para um mesmo limite b quando x— a (0u x> œ), então 
z = z(x) tende também para o mesmo limite quando x= a (ou x> 00). 


Demonstração — Para fixar ideias vamos considerar a variação da 
função quando x= a. Resulta das desigualdades u < z < v 
u—=b<z—b<v-— b; 
segundo as condicóes do teorema 
limu=b,  limv=b, 


x>a x>a 


Por conseguinte, para todo e > O pode-se indicar uma vizinhança 
de centro a onde a desigualdade |u — b| <e é satisfeita, do mesmo 
modo, pode-se indicar uma vizinhança de centro a onde a desigual- 
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dade |v—b|<e é também satisfeita. Na mais pequena destas vizi- 
nhanças as desigualdades 


—e <u —b<e e —e<vu—b<e 
serão satisfeitas e, por conseguinte, as desigualdades 


—e<z—b<e 
seráo satisfeitas, isto é 
lim z = b. 
x>1 


Teorema —.S. Se a função y não toma valores negativos y > 0 
quando x>a (ou X— œ), e se ela tende para um limite b, então, 


2 


este número b não é negativo: b > 0. 


Demonstração — Suponhamos que b é nega- 

tivo b < 0, então, |y — b| > |b], isto é, que o 

A valor absoluto da diferença | y — b| é maior que 

o número positivo |b| e, por conseguinte, não 

pode tender para zero quando x — a. Mas então, 

quando x—» a, y não pode tender para b, o que 

é contrário à hipótese. Logo, a suposição de 

0 C B que b< O conduz-nos a uma contradição. Por 
Fig. 42 conseguinte, b > 0. 

Demonstra-se, duma maneira análoga, que se y <0, lim y <0. 


Teorema — 6. Se as funções u=u(x) e v= v(x) satisfaxem à 
desigualdade v>u e se os limites destas funções existem quando 
x>a (ou x> œ), então, lim v > lim y. 


Demonstração — Segundo a hipótese v — u > 0 e em virtude do 
teorema 5 lim (v — u) > 0 ou lim vy — lim u > 0, isto é, lim v > lim u. 
Exemplo — 6. Mostremos que lim sen x = 0. 
x> 
Vê-se segundo a figura 42 que se OA =1, x>0, então, AC = sen x, 
AB = x, senx<Xx. É evidente que se x<0, |sen x|<|x|. Resulta destas 
desigualdades, em virtude dos teoremas 5 e 6, que lim sen x = 0. 


Xx—> 


Exemplo — 7. Mostremos que lim sen + = O. 
x> 0 2 


Com efeito, > 


Exemplo — 8. Mostremos que im. cos x = 1. Notemos que 
x> 


sen F |<! sen x|; logo, lim sen = 0. 
2 x—>0 


T 
cos z = 1—2 sen? -5 ; 


logo, 


lim cos z= lim ( 1—2 sen? -Æ ) =1—2 lim sen? 5 =1—0=1. 
x0) x>0 2 A 2 
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No decorrer dd estudo das questões relativas ao limite de certas 
variáveis, é-se conduzido a resolver os dois problemas seguintes: 


1) Demonstrar que o limite existe e determinar os extremos entre 
os quais está compreendido esse limite; 
2) Calcular esse limite com o grau de precisão desejado. 


A resposta à primeira pergunta -é muitas vezes dada pelo teorema 
seguinte. 


2 


Teorema — 7. Se a variável v é crescente, isto é, se todos os 
seus valores consequentes são maiores que os valores antecedentes, e 
se ela é limitada, isto é, v < M, então, esta variável tem um limite 
lim v =a onde a <M. 
Pode-se enunciar um teorema análogo para as variáveis decres- 
centes limitadas. 
Não damos aqui a demonstração deste teorema, porque ele exige 
a aplicação da teoria dos números reais que não desenvolvemos neste livro. 
Nos dois parágrafos seguintes, calcularemos 
os limites de duas funções tendo uma larga 
aplicação em análise matemática. 


M C 
sen x 
§ 6. Limite da função quando x > 0 
x 
Esta função não é definida para x= 0, 
0 B A visto que o numerador e o denominador da 
Fig. 43 fracção se anulam neste ponto. Calculemos o 


limite desta função quando x — 0. Consideremos 
a circunferência de raio 1 (fig. 43). Designemos por x o ângulo ao 
x 
2 


área do triângulo MOA < 


centro MOB; temos 0 < x <->. Resulta imediatamente da figura 43: 


< área do sector MOA < 


< área do triângulo COA. (1) 
Área do triângulo MOA = > 04 «MB = > Í - sen x = > sem z. 
Área do sector MOA = 504 -AM = Sir 52 

Área do triângulo COA — > 04 ACE SL iga= tga. 
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ou 


Simplificando por >, a desigualdade (1) transforma-se em: 


sen r< r< tgz. 
Dividamos todos os membros por sen x: 
x 1 


4 < : 
sen x COS Z 


sen x 
1 > -———->>C081. 
x 


Obtivemos esta desigualdade supondo x > 0. 
sen (— z) senz 


Notemos que sea e e (— x) = cos x. 
Logo, a desigualdade é ainda verificada para x < 0. Mas lim cos x=1, 
> 
lim 1=1. 
x—>0 


Fig. 44 


> sen x 
Por conseguinte, a váriável o está compreendida entre duas 


variáveis que tendem para um mesmo limite igual a 1. Assim, em 
virtude do teorema 4 do parágrafo precedente 


>0 r 


O gráfico da função y = — está tragado sobre a figura 44. 


Exemplos — 
E É A A E E 
>) T x>0) Y COST +50 Y x—>p COS T 1 
à ines O it CO p=pii= tas). 
250 Y x>0 kz x>0 (kz) 
(Rx>0) 
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1—cos z “sen a 7 
3) lim =lim = lim sen — =1.0=0 
x—0 T x>0 z 0 T 2 
2 
sen az lim Ce 
lin Clima 
x>0 SD bz xo B senfr $ sen Pz 
lim 
pz x—>0 Br 
=+ =$ (a =- const, B=const). 


$ 7. O número e 


Consideremos a grandeza variável 


(+1) 


onde n é uma variável crescente tomando sucessivamente os valores 
ED 3 ui 


4 y” 
Teorema — 1. A variável (1 + =) tem um limite compreendido 
entre 2 e 3 quando n> o. 


Demonstração — Segundo a fórmula do binómio de Newton pode- 


mos escrever: 
(1 +2) = 1 e y AA) x 
n 


1 n 1.2 
à a 6 


Efectuando certas transformações algébricas evidentes (1), encon- 
tramos: 


| 4 Y” 1 4 1 4 
— | =1 +4 4 |14-- A A 
(1+4) + +5 L) + >) 
2 1 4 
— — ct | 1 —— 
x (1 =) + 1 E 


x (1-2)... (1-2). (2) 
n n 
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Verifica-se desta última igualdade que a grandeza variável 
n š 
(1 + =) é uma variável crescente quando n cresce. Com efeito, 


quando se passa do valor n ao valor n + 1 cada termo desta soma 


aumenta 
(1-4) <2 (1 1 ), etc. 
1.2 n 1.2 n+1 


e mais um novo termo aparece. (Todos os termos do desenvolvimento 
são positivos.) 


Mostremos que a grandeza variável [1 ++ “é limitada. No- 


tando que (1 — +) <í; (1 — 7) (1 — z) < 1, etc., obtém-se da 


expressão (2) a desigualdade 
(144) Ato toa teto 
1.2.3 n 
Por outro lado, 
E e E ES e nu e A 
1.2.3 2 1.2.34 2 1.2.....n 2? 


Podemos escrever a desigualdade 


(1+4) <1+1+4 + a + 
UC ne? 


Os termos que sublinhamos constituem uma progressão geométrica 
de razão q = >. cujo primeiro termo é a= 1. Daí 
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Por conseguinte, para todos os n temos: 
(144) <a 

Resulta da desigualdade (2) 
(1+1)>2 

Assim deduzimos a dupla desigualdade 


2<(1+1) <3. (3) 


4 n 
Provamos que a variável (1 Fa) é limitada. 


4 n 
Recapitulando, vemos que a variável (1 +1) é crescente e 


limitada; segundo o teorema 7 do $ 5 ela tem um limite. Designa-se 
este limite pela letra e. 


Definição — Chama-se número e o limite da variável (1 +2) 


quando n — oo. q Y 


no oo 


Resulta da desigualdade (3), em virtude do teorema 6 $ 5, que 
o número e verifica a dupla desigualdade 2 < e < 3. O teorema está 
demonstrado. 

O número e é um número irracional. Indicaremos no seguimento, 
um método que o permite calcular com a precisão desejada. O valor 


10 
aproximado deste número a menos de (5) é 
e = 2,7182818284 . . 
Teorema — 2. A função |1- 2) tende para o limite e quando 
x tende para o infinito, isto é, 


tim (4 + 1) = e. 


x> 


j | | ¡IM | 
(*) Pode-se demonstrar que (4 + 1) —> e quando n-—> ©, mesmo se n 
náo for uma variável crescente. dá 
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| ¡DW , 
Demonstração — Provamos que (a +4) -> e quando n tende 


para infinito tomando valores -positivos inteiros. Suponhamos agora 
que x > œ tomando valores fraccionários ou negativos. 


1) Seja x—> + œ. Cada valor de x está compreendido entre dois 
números positivos inteiros: 


n<x<n+l. 
Neste caso teremos as desigualdades seguintes: 
1 4 T 1 
n zx n+1 


| > 1 E 
1+ ET 


4 n+1 ( a És (1 y 
(1 +2) > ques hats 


Se x> œ, é evidente que n —> œ. Calculemos o limite das variá- 


veis entre as quais está compreendida a expressáo (a +4) 


RES Él 1 


= lim o L - lim (1 e 
n —>-+00 ta n—> +0 


lim - (1+- = 
n>-+00 eo 4 
n+4 
4 n+1 
lim É + e 
= n= +œ n + 4 lo e E 
lim (1 + : ' i 
n —>-+00 n+ 1 
logo, (segundo o teorema 4 § 5) 
x—> -+o 
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2) Seja x>— œ. Introduzamos uma nova variável 1 = — (x + 1) 


ou x= — (t + 1). Quando t> + o tem-se x > — oo. Pode-se 
escrever 


4 x 4 —t-1 
x—>-—o00 Xx t>+00 JA + 1 
= =] t+1 
= lim ( å ) = lim (444) = 
t>o+oXNt+ 41 t>-+00 ` t 
4 t+1 4 t 4 
t>-+00 t t>-+00 + nã 


O teorema está demonstrado. O gráfico da função y = (1 + 1) 
está traçado sobre a figura 45. 


y 


Fig. 45 


Se se põe + = a na igualdade (4), tem-se «=> 0 (mas a 0) 
quando x > œ e tem-se 


2 
a 


lim (1 + a)2 =e. 
a—>0 


Exemplos — 
JO tm (2) (04) > 


á 4 qn 
=lim (1 pel 
lim (1+5) lim 


435 ~ 
(1+4) =e.1-=e. 
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A e E 
= lim (1+4). lim (1+5)". lim (1+5)'=eee=e, 


X> X—=00 X—>00 


lio p= as id 
4) lim EJE lim ESTAS 


xo \T— 1 x> —1 


—1)+4 


X-—>00 a 1 


4 y 


z— 1 


= lim (1+ 


X—=>00 


== lim (1+4) = lim (1+4). lim (1+5) ==, 


Y>00 Yy—>00 y>00 


$ 8. Logaritmos neperianos 


Definimos no $ 8 do capítulo I a função logarítmica y = log, zx. 
O número a chama-se base do logaritmo. Se a= 10, y chama-se o 
logaritmo décimal do número x que se designa pela notação y = log x. 


Fig. 46 


Conhece-se as tábuas dos logaritmos decimais a partir do curso do 
ensino secundário; estas tábuas chamam-se tábuas de Briggs, do nome 
do sábio inglês Briggs (1556 — 1630). 

Chama-se logaritmos naturais ou logaritmos neperianos aos loga- 
ritmos cuja base é o número e = 2,71828..., do nome de um dos 
primeiros inventores das tábuas de logaritmos, o matemático Neper 
(1550-1617) (*). Logo, se e“ =x, y diz-se o logaritmo natural do 
número x. Escreve-se então y = Log x, em vez de y= log, x. Os 
gráficos das funções y= Log x e y= log x são dados sobre. a 
figura 46. 


(*) As primeiras tábuas de logaritmos foram elaboradas pelo matemático 
suíço Bürgi (1552-1632) com uma base vizinha do número e. 
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Estabeleçamos agora a relação que existe entre os logaritmos deci- 


mais e naturais de um mesmo número x. 
Seja y = log x ou x = 10%, Tomemos o logarítmo da base e dos 
dois membros desta última igualdade. Encontramos Log x = y Log 10. 


1 
donde y Er x. Substituindo y pelo seu valor tem-se 


4 
log x = Tog 10 8 * 
Assim, se se conhece o logaritmo natural do número x, obtém-se 
o seu logaritmo decimal multiplicando o logaritmo natural de x pelo 


factor M =Tog10= 0,434294 que é independente do número x. 


O número M chama-se módulo de transição dos logaritmos naturais 
aos logaritmos decimais: 


log x= M-Log zx. 
Pondo nesta igualdade x = e encontra-se o valor do número M 
expresso com o auxílio dos logaritmos decimais: 
log e = M (Log e = 1). 


Os logaritmos naturais exprimem-se com o auxílio dos logaritmos 
decimais pela fórmula: 


y 
1 
Log x= — log x 
g M g 
onde 

1 _ 2302585. 

M 
7 $ 9. Continuidade das funções 


| Seja y = f(x) uma função definida 

Fig. 41 para o valor x = x, e numa certa vizi- 

nhança de centro xo. Seja yo = f (xo). 

Se se dá à variável x um acrescimo Ax positivo ou negativo 

(isso não tem aliás nenhuma importância), ela fica x) + Ax, e a 

função y sofre igualmente um acréscimo Ay. O novo valor da função 

é Yo + Ay = f (xo + Ax) (fig. 47) 

O acréscimo da função é dado pela fórmula 


Ay = f (To + Az) — f (xo). 


Definição — 1. A função y = f(x) diz-se contínua para o valor 
Xx = Xə (ou no ponto x= xə) se ela está definida numa certa vizi- 
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nhança do ponto xo (e igualmente no ponto xo) e se 


lim Ay=0 (1) 
Ax—>0 
ou, O que é O mesmo, 
lim [f (£o + Ax) — f (x0)] = 0. (2) 


Geométricamente a continuidade duma funcáo num dado ponto 
significa que a diferença das ordenadas do gráfico da função y = f(x) 
nos pontos xo + Ax e xo é arbitráriamente pequena em valor absoluto 
desde que |Ax| seja suficientemente pequeno. 


Exemplo — 1. Provemos que a função y =x? é contínua em todo o 
ponto x, Com efeito, 
Yo = T$, Yo + Ay = (To +- Az)?, 
Ay = (29 + Az)? — 22 = 21042 + Az?, 
lim Ay = lim (2x9Az+ At2)=2zr lim Az+ lim Az. lim Ar=0 
x— 0 Ax>0 Ax—>0 Ax—=>0 Ax—>0 
independentemente da maneira como Ax tende para zero (v. fig. 48, a, b). 


Y | Azx>0, Ay>0 Y| Azx<0, Ay<0 


Fig. 48 


Exemplo — 2. Mostremos que a função y = sen x é contínua em todo 
o ponto x,. Com efeito, 


Yo = SEN To, Yo + Ay = sen (zo + Az), 


Ay = sen (1 + Azx)— sen zq=2 sen cos (+) ¿ 


Demonstramos que ima sen = 0 (exemplo 7 $ 5). A função 
x= 
cos (2+5) é limitada. Logo, lim Ay = 0. 
2 Ax—=>0 


Por raciocínios análogos aos dados nos exemplos 1 e 2 poder- 
-se-ia, considerando separadamente cada funcáo elementar, demonstrar 
o teorema seguinte. 


Teorema — Toda a função elementar é contínua em todo o ponto 
onde ela é definida. 
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A condição de continuidade (2) pode escrever-se como se segue: 
Sun) (xo + Az) = f (£o) 


ou 
lim f (z) = f (zo), 
mas iS 
Zo = lim z. 
Por conseguinte, 
lim f(x) = f (lim 2), (3) 
x—> xo xP 


isto é, que para encontrar o limite duma função contínua quando 
Xx > Xo, basta substituir a variável x na expressão de f(x) pelo seu 
valor xo. 


Exemplo — 3. A função y =x? é contínua em todo o ponto x, e, por 
consequência, 
lim z2=z?, limz2=32—9, 
Xx—>X0 x>3 


Exemplo — 4. A função y =sen x é contínua em todo o ponto e, por 
consequência, 


a V2 
Una seia en ar y 
x> 


4 


Exemplo —-5. A função y= e% é contínua em todo o ponto e, por 
consequência, 


lim e”=et. 
x=>U 
1 


Exemplo — 6. lim = lim Ee Log (1+ z)=lim Log [(1 + 2)*]. 
xp Y x—0 


x>0 


Log (12 zx) 
T 


Ora umi + x)5= e; a função Log z é contínua para z>0 e, por 
X> 1 4 


conseguinte, para z = e, tem-se m Log [(1+ q)*] = Log [im (1+ x)*] =Log e=1. 
x— xx 


Definição — 2. Uma função y = f(x) contínua em todo o ponto 
do intervalo (a, b), onde a < b, diz-se contínua neste intervalo. 

Se a função é definida para x=a e se lim f(x) = f(a), diz-se 

x>a+0 
que a função f(x) é contínua à direita no ponto x = a. Se lim f(x) = 
x>b—0 

= f(b), diz-se que ela é contínua à esquerda no ponto x = b. 

Se a função f(x) é contínua em cada ponto do intervalo (a, b), 
bem como nas extremidades desse intervalo, diz-se que a função f(x) 
é contínua no intervalo fechado ou no segmento [a, bl. 
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Exemplo— 7. A função y =x? é contínua em todo o intervalo fechado 
[a, b], o que resulta directamente do exemplo 1. 


Se uma das condições que exige a continuidade não é satisfeita, 
isto é, se a função f(x) não está definida no ponto x = x, ou que 
o limite lim f(x) não existe neste ponto, ou seja, ainda que 

x>X0 
lim f(x) =Æ f (xə) quando x tende arbitrariamente para x, se bem que 
x>X0 
as expressões à esquerda e à direita da desigualdade existam, a 
função y = f (x) diz-se descontínua ao ponto x = xo. Neste caso o 
ponto x =x, diz-se ponto de descontinuidade da função. 


1 
Exemplo — 8. A função ps é descontínua no ponto x =0. Com 


efeito, pura x=0, a função não é definida: 


(ver fig. 35). Vê-se facilmente que esta função é definida para todo o valor 
de x 0. 


1: 
Exemplo — 9. A função y=2* é descontínua no ponto x=0. Com 
efeito, lim 2= oo, lim 2%=0. Para x=0 a função não é definida (fig. 49). 


x—0 +0 x>0—0 


y 


y=f(1) 
Fig. 49 Fig. 50 
Exemplo — 10. Consideremos a função f(x) = TT Para x <0, ET T — = 
= — 1; para x>0, adia, ei; Logo, lim f(x) = lim L=-1| lim f(x)= 
jz] 2>0-0  x>0—0 |7 x040 


= lim n = |; para x=0 a função não é definida. Assim, provamos que 
x>U>+—0 l 


a função f(z)=-— é descontínua no ponto x = 0 (fig. 50). 


E 
Exemplo — 11. A função y = sen 1, estudada no exemplo 4 $3, é des- 
contínua para x=0. E 
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Definição — 3. Se a função f(x) é tal que os limites lim f(x) = 
x> 2: 0-+0 
= f(x +0) e lim f(x) = f (xə — 0) existem e são finitos mas que 
x=>xXx0—0 


lim f(x) lim f(x) ou que o valor da função f(x) não é determi- 
xoxo +0 x—xo— U 


nada no ponto x = xo, O ponto x = x, chama-se ponto de desconti- 
nuidade de primeira espécie. (Por exemplo, o ponto x = O é um ponto 
de descontinuidade de primeira espécie para a função do exemplo 10.) 


§ 10. Propriedades das funções contínuas 


Neste parágrafo exporemos certas propriedades das funções con- 
tínuas num segmento. Estas propriedades serão enunciadas sob a forma 
de teoremas sem demonstração. 


Teorema — 1. Se a função y = f (x) é contínua sobre o segmento 
(a, b] (a <x < b), então, existe pelo menos um ponto x= xX, tal 
que o valor da função neste. ponto 
satisfaz e desigualdade 


f (xı) > f (x), 


onde x é um outro ponto qualquer 
deste segmento; do mesmo modo 
existe pelo menos um ponto X: tal 

T que q valor da função neste ponto 
satisfaz a desigualdade 


f (x2) < f (x). 


Chamaremos f(x,) o maior valor da função y = f(x) sobre o 
segmento [a, b] e f(x:-) o menor valor da função f(x) sobre esse 
segmento. Pode-se, então, enunciar este teorema como se segue: 

Toda a função contínua no segmento a < x < b atinge pelo menos 
uma vez sobre este segmento, o seu valor máximo M e o seu valor 
mínimo m. 

i A significação deste teorema está claramente esclarecido pela 
igura 51. 


y 


Fig. 51 


Nota — O teorema enunciado deixa de ser verdadeiro se a função 
é dada num intervalo aberto. Assim, por exemplo, para a função y = x, 
dada no intervalo O < x < 1, não existe máximo ou mínimo. Com 
efeito, não existe máximo e mínimo valor para a variável x neste 
intervalo. (Não existe ponto mais à esquerda, porque qualquer que 
seja o ponto x* escolhido, pode-se sempre indicar um ponto mais à 


x 
. esquerda, por exemplo, o ponto F Do mesmo modo, não existe ponto 
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mais á direita, e, eis porque náo pode existir nem máximo nem 
mínimo valor para a função y = x.) 


Teorema — 2. Se a função y = f (x) é contínua sobre o segmento 
[a, b] e se os valores nas extremidades deste segmento são de sinais 
contrários, existe, então, pelo menos um ponto x =c entre os pontos 
aeb,tal que a função se anule nesse ponto: 


Fc)=0; a<Zc< ob. 
A interpretação geométrica deste teorema é muito simples. 
O gráfico da função contínua y = f(x), reunindo os pontos M, [a, f (a)] 
e M.[b, f(b)] onde f(a)<0 e f(b)>0 (ou f(a)>0 e f(b) < 0), 
corta o eixo Ox pelo menos num ponto (fig. 52). 


Mila f(a)) 
Fig. 52 Fig. 53 
Exemplo — Seja a função y = x3 — 2, Yx=1 = — 1, Yx=2 = 6. Esta função 


é contínua sobre o segmento [1, 2]. Logo, existe pelo menos um ponto deste 
segmento onde a funcáo y = x3 — 2 se anula. Com efeito, Yx= 2 = 0 (fig. $3). 


Teorema — 3. Seja y = f(x) uma função definida e contínua sobre 
o segmento [a, b]. Se os valores desta função nas extremidades deste 
segmento não são iguais f(a) = A, f(b) = B, então, qualquer que seja 
o número p compreendido entre os números A e B, pode-se encontrar 
um ponto x = c compreendido entre a e b tal que f(c) = p. 


O sentido deste teorema está claramente ilustrado pela figura 54. 
Neste caso, toda a recta y =p corta o gráfico da função y = f(x). 


Nota — Notemos que o teorema 2 não é mais do que um caso 
particular deste teorema, porque se 4 e B são de sinais diferentes 
pode-se tomar y =0, visto que O está compreendido entre A e B. 
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Corolário do teorema 3 — Se a função y = f(x) é contínua num 
intervalo e se ela atinge o seu valor máximo e mínimo, então, ela toma 
pelo menos uma vez qualquer valor intermédio compreendido entre o 
mínimo e máximo valor. 


Fig. 54 Fig. 55 


Com efeito, seja f (x,) = M, f(x.) = m. Consideremos o segmento 
[x,, x2]. Segundo o teorema 3, a função y = f(x) toma neste intervalo 
qualquer valor p compreendido entre M e m, Mas o segmento [x,, X2] 
Rae no intervalo considerado onde está definida a função f(x) 
(fig. 55). 


11. Comparação de infinitamente pequenos 
Sejam A BY... 
vários infinitamente pequenos dependendo duma mesma variável x e 
tendendo para zero quando x tende para um limite a ou para o 
infinito. Caracterizar-se-á a lei segundo a qual estas variáveis tendem 
para zero pelo comportamento dos seus quocientes (*). 

De seguida, servir-nos-emos das seguintes definicóes: 


Definição — 1. Se o quociente É tem um limite finito e diferente 


B ¿ . Q 1 
— z —— = — zÆ 

E: A Æ 0, e, por conseguinte, lim A Io O, 
então, os infinitamente pequenos a e A dizem-se infinitamente pequenos 
da mesma ordem. 


de zero, isto é, se lim 


Exemplo — 1. Seja a =x, R= sen 2x em que x>0. Os infinitamente 
pequenos a e A são da mesma ordem, porque 
A UCS a 
x>0 A x> 0 T 


(*) Suporemos que o infinitamente pequeno que figura em denominador 
não se anula na vizinhança do ponto a. 
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Exemplo — 2. Os infinitamente pequenos x, sen 3x, tg 2x, 7 Log (1 + x) 
são todos da mesma ordem para x— 0. A demonstração é idêntica à que 
demos para o exemplo 1. 


Definição — 2. Se o quociente de dois infinitamente pequenos — 


B 


l o 
tende para zero, isto é, se lim aF O (e, por conseguinte, lim 5 = 00), 


então, o infinitamente pequeno £ diz-se infinitamente pequeno de ordem 
superior em relação a a e o infinitamente pequeno a diz-se infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação a B. 


Exemplo — 3. Seja a =x, B =x”, n>1 para x>0. O infinitamente 
pequeno 8 é um infinitamente pequeno de ordem superior em relação a a, 
porque 

OR do ; 
lim — = lim 271 = Q. 
xa») T x>0 


Inversamente, o infinitamente pequeno a é um infinitamente pequeno de 
ordem inferior em relação a $. 


Definição — 3. O infinitamente pequeno B diz-se infinitamente 
pequeno de ordem k em relação ao infinitamente pequeno a se B 


e ak são da mesma ordem, isto é, se lim—= A 40. 
a 


Exemplo — 4. Se a=x, B=x3, então, B é um infinitamente pequeno 
da terceira ordem em relação a a quando x— 0, porque 


E endii 2 o. 
250 08 so (JB O 
Definição — 4. Se o quociente de dois infinitamente pequenos É. 


tendem para a unidade, isto é, se lim = 1, os infinitamente pequenos 


B e a dizem-se equivalentes e escreve-se a ~ B. 
Exemplo — 5. Seja a=x e B=senx, com x—>0. Os infinitamente 
pequenos « e ĝ são equivalentes, porque 
lim “274 


x>0 T 


Exemplo — 6. Seja a = x, B = Log (1 + x) com x>0. Os infinitamente 
pequenos «a e fB| são equivalentes, porque 


x—0 Y 
(ver o exemplo 6 $ 9). 
Teorema — 1. Se a e B são infinitamente pequenos equivalentes, 


a diferença «a — B é, em relação a cada um deles, um infinitamente 
pequeno de ordem superior. 
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Demonstração — Com efeito, 


Im% lim (1 É) 4 tmb 4 010 
104 A 104 


Teorema — 2. Se a diferenca de dois infinitamente pequenos a — B 
é um infinitamente pequeno de ordem superior em relação a a e B, 
então, a e B são equivalentes. 


Demonstração — Seja lim = = 0, então, im ( — E = 0 ou 
p= inte O, ou ainda, 1 = lim É > isto É, a Z B. 
Se lim cel O, então, lim [|< — 1)= O, lim = l, isto é, 
B B P 
a = 


Exemplo— 7. Seja a=x, B=x+x3, em que x—>0. Os infinitamente 
pequenos ae 8 são equivalentes, porque a sua diferença B—«a=x3 é um 
infinitamente pequeno de ordem superior em relação a a e a f. Com efeito, 


Se 3 
tim 47% —tim À =lim 22=0, 
x>0 QA x>0 T x—>0 
a—B ; q3 A xz 
lim = lim —— = lim —— =0. 
B x>0 r+ r’ x— 0 1422 
oa +1 1 
Exemplo — 8. Para x > œ os infinitamente pequenos a = e B E: 
+14 4 1 


são equivalentes, porque a diferença a — 8 = a a é um infinita- 


qse : aq 
mente pequeno de ordem superior em relação a a e a f. O limite do quociente-— 


B 
é igual a 1: 


+1 


lim y = lim 


ca tl... Ly 
COR ge =lim (14+5)=t 
T 


Nota — Se o quociente de dois infinitamente pequenos E náo tem 
tem limite e não tende para o infinito, 8 e a não são comparáveis no 
sentido indicado. 


Exemplo — 9. Seja a=x, B=x sen—, em que x-2 0. Os infinitamente 
À 1 
pequenos a e 8 não são comparáveis, pois que o quociente É = sen — não 


tende nem para um limite finito nem para o infinito quando x->0 (ver 
exemplo 4 $ 3). 
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Exercícios 
Calcular os limites seguintes: 
1. ia da Resp. 4. 2. lim [2 sen z — cos t+ ctg z2].Resp. 2. 
x> 1 q2 4.1 x 
AP 
2 
= 4 
3. lim + E . Resp. 0. 4. lim (2-2+ +)- Resp. 2. 
x-»2 V2 + xi x=>00 T T 
2. 41321241 4 +1 
5 lim 3505 Resp. 3: 6. m z“ Resp. 1. 
21921324... -n2 4 
7. lim la pin pd . Resp. Em 8. lim DIET O TO mes 
n—>00 n2 2 n>00 n 3 
Nota — Escrevemos a fórmula (k + 1) — k = 3k + 3k + 1 para 
k=0, 1, 2, ..., n. 134: 


23— 133.124 3-1+4; 
33—23—3.224+-3.2+1; 
(n + 1)8—n3—3n243n +1. 
Adicionando-se membro a membro estas identidades, tem-se: 


(n+1)3=3 (12422 ...420+3(1+2+...+n)+(n+1), 


l (n+1)3=3 (124+22+...+n2)+3 2D 40, 
donde 
124224... ICA 
o 12 t—t o  3x2—2r—1 
9. a dz 15 . Resp. 00. 10. lim 574 Resp. 0 
o 4273-2724. 1 
11. m MET .R sp P 12 im ED? Resp. 4. 
e 3—1 — 5z +6 1 
3. E . Resp. 3. ; BT sa 
ci Ed 14. lim apa: Resp 
. t24+32—10 y3 + 3y24-2y 2 
15. a 3225209 Resp. 1. 16. m y6 . Resp. = a 
31 4u2 -4u o (r+h)3’— z3 
17. lim DDT. Resp. 0. . lim ELA. Resp. 32º, 
bi upa) PO dd a O 
' n— 1 ; 
19. m [a] Resp. — 1. 20. lim =1 Resp. n. (n é um inteiro 
positivo.) 
21. lim Vitro Resp En 22 V 22413 . Resp. 2 y2 


“3. 


x>0 T l 2 DE VER RV Va 


70 


37 e 


39. 


; mV 27 p? —P 
so VE Toa p 


lim TO E dra ai da 


x=>4 


lim 


bein 


Y z2—3 


' x—-oo picada] 


n V21 1/ 


a RA 
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E 


. Resp. — 


. Resp. 1. 


- Resp. 1 quando x> +00, 


Resp. T . 


24. 


26. 


lim (Y 12 +1— Y22—1). Resp. 0. 
lim z (Y 12--1— z). Resp. 


sen z 
lim CTA Resp. 1. 


x— 0 

sen -3 1 
li ; a 
m s Resp 3 


lim zctg x. Resp. 1. 
x-— 0 


lim (1 — tg E. 2 
am 2) tg > Resp x’ 


lim 
x>0 


sen (a + x) — sen (a — x) 


. Resp. e. 


> quando x> +0, 


32. 


34. 


38. 


lim {n [Log (rn +1) — Log n]). Resp. 1. 


lim (1+c0s 2)º** Resp. es, 47. 
a E 
2 
; 2243 )x+! 
dim ( e ) . Resp. e. 


x>0 


lim 


T 
x>-+0 V 1 —cCcos x 


3 > 
z— 1 2 
e R oe Te “6 
Vz— cá 3 
V 4 2 
AA Resp. > : 


— | quando x > — 00. 


— 0 quando x> — 00, 


n áz 
lim m SE, Resp. 4 


9 
kesa 
e 77 


lim EE . Resp. 13. 
T 
. 2arc senz 2 
l A AAA e (J o e 
E Me 


. Resp. 2 cosa. 


lim 


x—0 


Log (1+ax) 
T 


. Resp. a. 


49. 


57. 


59. 


60. 


61. 


62. 
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lim (143 tg2 1)18?*_ Resp. es. 
x—»0 


qx ym 
lim (cos =) . Resp. 1. 
m 


m=—00 


lim Log (le), Resp. 1 para a —> 4-0, 0 para q —>— >. 
00 a 


sen ax a 
E eo AN R Es ER 
mo snfr PB) 
o qt— 
lim = (a > 1). Resp. +00 para z—>-+o0, O para z —»— o. 
X> 00 
1 
li n . ex ¿Bx 
im n [a — 1]. Resp. Log a. 55. lim ————— . Resp. a—B. 
n-—00 x—>0 T 
ax ,Bx 
¡e Pi A Resp. 1. 


Determinar os pontos de descontinuidade das funções: 
z— 1 

IO A 

para —z=-—2; —1;0; 2. 


. Resp. Pontos de descontinuidade de segunda espécie 


1 
y=tg—. Resp. Pontos de descontinuidade de segunda espécie para r=0 et 
2 2 2 


dr Ea ...; =D 


2 


. xX 
Determinar os pontos de descontinuidade da função y=1 +2 e traçar 
o gráfico desta função. Resp. Pontos de descontinuidade de segunda espécie 
para x=0 (y —> + œ para x>0+0, y > 1 para x >0-— 0). 


Entre os infinitamente pequenos seguintes (quando x>0) x2, Vx(1— z), 
sen 3x, 2x cos x Y ig? x, xe** determinar os infinitos pequenos da mesma 
ordem de x assim como os infinitos pequenos de ordem superior e de 
ordem inferior a x. Resp. Os infinitamente pequenos da mesma ordem são 
sen 3x e xe*; os infinitamente pequenos de ordem superior são x? e 


2x cos x Y tg? x, o infinitamente pequeno de ordem inferior é Vx(1— x). 


Entre os infinitamente pequenos seguintes (quando x —> 0) determinar os 
que são da mesma ordem que x:2 sen x, tg 2x, x— 3x3, Vi Fx, 


Log (1 + x), x3 + 3x1, Resp. 5 tg 2x, x — 3x2, Log (1 + x). 


Verificar que os infinitamente pequenos 1—x e 1— Vx são da mesma 


]— 
ordem quando x — 1. São equivalentes? Resp. un 7% = 3, logo, estes 
—y £ 


xX- 


infinitamente pequenos são da mesma ordem mas não são equivalentes. 


Capítulo HI 
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$ 1. Velocidade dum movimento 


Consideremos o movimento rectilíneo dum corpo sólido, por 
exemplo, o de uma pedra lançada verticalmente para o ar ou o do 
pistão no cilindro do motor. Abstraindo-nos da forma e das dimensões 

deste corpo, representá-lo-emos por um ponto material 


móvel M. 
A distância s percorrida por este ponto material 
M calculada a partir duma certa posição inicial M, depende 
As A do tempo +, isto é, uma função do tempo: 
lo s=f (t). (1) 
S 
n Suponhamos que ao momento t(*) o ponto móvel M 
0 


se encontrava à distância s da posição inicial M, e 

que no instante t+ at o ponto se encontra na posição 

Fig. 06 M,, à distância s + As da posição inicial (fig. 56). Assim, 

durante o intervalo de tempo At a distância s variou de As. 

Neste caso, diz-se que a grandeza s recebeu um acréscimo As, durante 
o intervalo de tempo At. 


Consideremos o quociente a: dá-nos a velocidade média do 
movimento do ponto durante o intervalo de tempo At: 


Y = As 
média At . (2) 


A velocidade média não está sempre em condições de caracterizar 
exactamente a velocidade do movimento dum ponto M no momento t. 
Se, por exemplo, o movimento é tal que a velocidade do móvel, muito 
grande em princípio, tornando-se muito pequena em seguida, é evi- 
dente que a velocidade média não pode exprimir tais particularidades 
do movimento e dar-nos uma ideia certa da verdadeira velocidade do 
movimento no instante t. Para exprimir, duma maneira mais precisa, a 
verdadeira velocidade com o auxílio da velocidade média, seria necessário 


(*) Aqui e no seguimento, designaremos a variável e os valores concretos 
que ela é susceptível de tomar para uma mesma letra. 
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escolher um intervalo de tempo Af mais pequeno. O limite para o 
qual tende a velocidade média, quando At — 0, caracteriza o melhor 
possível a velocidade do movimento do móvel no instante f. Este 
limite chama-se velocidade instantánea do movimento: 
v= lim => (3) 
at>o At 


Assim, chama-se velocidade instantânea do movimento ao limite 
do quociente do acréscimo do caminho percorrido As pelo acréscimo 
do tempo Af, quando o acréscimo do tempo tende para zero. 

E o a igualdade (3) sob uma forma mais explícita. 

omo: 


As= f (t + At) — f (8), 


a pad a al AN (3) 
At>0 At 


Esta fórmula dá a velocidade dum movimento não uniforme. 
Vemos, então, que a noção de velocidade dum movimento não uniforme 
está infinitamente ligada à noção de limite. Só a noção de limite 
permite definir a velocidade de um movimento não uniforme. 

Vê-se, da fórmula (3º), que v não depende do acréscimo do tempo, 
mas depende de t e da função f (t). 


temos: 


Exemplo — Achar a velocidade do movimento uniformemente acelerado 
num instante qualquer f e no instante t=2s, se a lei do movimento for 


1 
—— 12 
. 2 E 
Resolução — No instante + temos s= 1 en, no instante t +A! teremos 


$4 4s=> g (t+ => g (127 2tAt+- AL2). 
Calculemos As: 


As == > g (12 + 21At+ At?) no gt? =gtAt +5 gAt2. 


o As 
Formemos o quociente E : 
1 
Bo 2 
A gtAt+ > gât 1 | 
At At =g o 84t; 


temos por definição: 


v= lim E lim IG + — y 841) = gt. 
at>0 At at> 


Assim, a velocidade num instante qualquer + é igual a v = gt. Quando 
t=2 temos (v)t=2=2gX 2 = 9,8 X 2 = 19,6 m/s. 
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$ 2. Definição da derivada 


Seja 
y =Í (x) (1) 


uma função definida num certo intervalo. Para cada valor da variável x 
deste intervalo a função y = f (x) admite um valor bem definido. 
Suponhamos que se dá à variável x um acréscimo Ax (positivo 
ou negativo, não importa). A função y recebe, então, um acréscimo Ay. 
Assim, para os valores x e x + Ax da variável temos respectivamente 
y = f (x) e y + Ay = f (x + Ax). 
Calculemos o acréscimo Ay da função y: 


Ay = f (x + Ax) — f (2). (2) 


Formemos o quociente do acréscimo da função e do acréscimo 
da variável independente 


Ay _ f(z + Az) — f (2) 
Az Ax l (3) 


Calculemos o limite deste quociente quando Ax. tende para zero. 
Se este limite existir, chama-se derivada da função f(x) e, designa-se 
pela notação f'(x). Assim, por definição, 


f (x)= lim Ay 
Ax>0 ÂT 


ou 


Ax—>0 Az 
Chama-se, pois, derivada da função y= f(x) em relação a x 
ao limite para o qual tende a 'razáo do crescimento da função e o 
crescimento da variável independente quando este último tende para zero. 
Notemos que geralmente para cada valor de x a derivada f (x) 
tem um valor determinado, isto é, que a derivada é igualmente uma 
função de x. 
Emprega-se igualmente as seguintes notações para designar a 
derivada 


o, dy 
y, Yx, dz' 
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Designa-se o valor concreto da derivada para x = a pela notação 
f (a) ou y |x=a 

A operação que determina a procura da deriváda duma função 
f (x) chama-se derivação desta função. 

Exemplo —- 1. Seja a função y = 

Calcular a sua derivada y’: 


1) num ponto qualquer x; 
2) no ponto x = 3. 


Resolução: 


1) Quando o valor da variável independente é igual a x, temos y = x?. 


Quando o valor da variável independente é igual a x + Ax, temos y + Ay = 
= (x + Ax)2. 
Calculemos o crescimento da função: 


Ay (xz + AD)? — 12—2rAzx + (Ax)2. 


; Ay 
Formemos o quociente E 


Ay 2xAx+(Ad)2 
Az RE — ind: 


Passando ao limite encontra-se a derivada da função: 
y'= lim — Ay 

Ax—=>0 Az 

Assim, a derivada da função y = x? num ponto arbitrário x é igual a: 


= e (2z+ Az) =2z. 
Ax> 


y = 2% 
2) Para x= 3 temos: 


y! lx=3=2'3=6. 
Exemplo — 2. y =- : calcular y”. 


Resolução — Seguindo a via indicada no exemplo anterior temos: 


4 
y=—; y+åy TTA 
Xpo 1 4_t—z—Ar_ Az . 
Y TFAz x  x(r+Azx) z (z+ Az)’ 
Ay 1 


de zaț iz’ 


= lim AU iii [+5 l=- 
Ax=>0 ÂT  Ax>0 r (z+ Az) za 
Nota — Estabelecemos no parágrafo anterior que se a ligação 


funcional entre o caminho percorrido s por um ponto material móvel 
e o tempo t é dada pela fórmula 


s=f(t), 
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a velocidade v num instante arbitrário t exprime-se pela fórmula: 
v= lim PE lim IU TANU ; 
At>0 At At>0 At 
Então 


v=s =/'(t), 


isto é, que a velocidade é igual à derivada (*), em relação ao tempo t 
do caminho percorrido. 


$ 3. Interpretação geométrica da derivada 


Fomos levados à noção de derivada ao estudar a velocidade dum 
corpo móvel (dum ponto), isto é, partindo de considerações mecânicas. 
Agora vamos dar uma interpretação geométrica de derivada, não menos 
importante. 

Para isso, é preciso, antes de tudo, definir a tangente a uma curva 
num dado ponto. 


Fig. 57 


Dada uma curva, seja Mo um ponto fixo desta curva, Tomemos 
sobre esta curva um outro ponto M, é tracemos a secante MM, 
(fig. 57). Quando o ponto M, se aproxima indefinidamente do ponto Mo 
permanecendo sobre a curva, a secante MM, ocupa diferentes posições 
MM',, MoM”, etc. 

Se, quando o ponto M,, permanecendo sobre a curva, se aproxima 
indefinidamente do ponto M» não importa de que. lado, a secante 
tende a ocupar uma posição limite definida pela recta M.T, esta recta 
é chamada tangente à curva no ponto Meo. (Mais adiante vamos precisar 
o que entendemos pela expressão «tende a ocupar.) 


(*) Quando dizemos «derivada em relação a x» ou «derivada em relação 
ao tempo tf» nós subentendemos que durante o cálculo da derivada a variável 
independente é respectivamente x ou f, etc. 


DERIVADA E DIFERENCIAL 77 


Consideremos a função f(x) e a curva que lhe corresponde num 
sistema de coordenadas cartesianas (fig. 58) 


y = Í (z). 


Para um dado valor de x, a função tem por valor y = f(x). 
Aos valores x e y corresponde um ponto Mo (x, y) sobre a curva. 

Atribuamos à variável x um acréscimo Ax. Ao novo valor x + Ax 
da variável independente corresponde um novo valor da função: 
y + Ay = f (x + Ax). O ponto correspondente da curva será M, (x + Ax, 
y + Ay). 

Tracemos a secante Mo M, e designemos 
por p o ángulo formado por esta secante com 


o eixo dos x positivos. Formemos a relação ze, 
De acordo com a figura 58 tem-se: 

Ay 

~ = tg q. 

A (1) 


Se agora Ax tende para zero, o ponto M, 
desloca-se ao longo da curva aproximando-se l 
indefinidamente de Mo. A secante Mo M, move-se Fig. 59 
em volta do ponto M, e o ângulo y varia com Ax. 


Se para Ax>0 o ângulo q tende para um limite a, a recta que 
passa pelo ponto M. e que forma um ángulo « com o eixo dos x 
positivos será a tangente procurada. Calcula-se fácilmente o coeficiente 
angular desta tangente: 


tga = lim tg ọ = lim £ — =f (z). 
Az 


Ax—>0 


Por conseguinte, 
f' (x)= tga, (2) 


isto é, que o valor da derivada f’ (x) para o valor dado da variável x 
é igual à tangente do ângulo formado pelo eixo dos x positivos e a 
tangente à curva representativa da função y = f(x) no ponto corres- 
pondente M, (x, y). 


Exemplo — Encontrar a tangente do ángulo formado pela tangente à 
curva y =x? nos pontos M, (>. 7): M, (— 1, 1) (fig. 59). 
Resolução — Temos segundo o exemplo (1) do $ 2 y” = 2x. Por conseguinte: 


tg ay =y' | =1, tgas=y'|,.__¡¿=-—2. 
x= 


toj ma 
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$ 4. Funções deriváveis 
Definição — Se a função 


y = f(x) (1) 
tem uma derivada no ponto x = Xo, isto é, se o limite 
lim Ay _ lim Í (o + Az) — Í (20) (2) 
Ax>0 Â%  Ax>0 Az 


existe, dir-se-á que a função é derivável para o valor x=x OU, O 
que equivale ao mesmo, que ela tem uma derivada neste ponto. 
Se a função tem uma derivada em cada ponto dum segmento 
[a, b] ou dum intervalo (a, b), diz-se que ela é derivável sobre este 
segmento [a, b] ou respectivamente neste intervalo 
(a, b). 


Teorema — Se a função y = f(x) é derivável 
no ponto x = Xo, ela é contínua neste ponto. 
Com efeito, se 


Ay 


lim — = f(x), 
Ax>0 ÂL f (zo) 
então, 
Fig. 60 Lar, 
Ax 


em que y é uma grandeza que tende para zero quando Ax > 0. Ora, 
Ay =f (zo) Ax + yAz; 


donde resulta que Ay > 0 quando Ax — 0, o que exprime que a função 
f(x) é contínua no ponto x, (ver $ 9, capítulo II). 

Assim, nos pontos de descontinuidade uma função não pode ter 
derivada. A proposição inversa não é verdadeira, isto é, se uma fun- 
ção y= f(x) é contínua no ponto x =x,, não resulta que ela seja 
derivável nesse ponto: a função f(x) pode não ter derivada no 
ponto xo. Para justificarmos, consideremos alguns exemplos. 


Exemplo — 1. A função f(x) é definida sobre o segmento [0,2] da 
seguinte maneira (ver fig. 60): — 
f(1)=x para 0O<z<1Í, 
f(1)=2r—41 para 1<zx=<2. 


Esta função não tem derivada no ponto x= 1, ainda que seja contínua 
neste ponto. 
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Com efeito para Ax > 0, temos: 


lim fA+TADF(0_ lim [2 (1 +Ar]—1]—[2-14—4] _ lim 2Az o, 
Ax->0 Az Ax>0 Az Ax>0 Az 


para Ax < 0, temos: 
f(14-Ax)—f (1) 
Az 


— lim [1 +Azx]—1 —]; Ar _ 


lim 
Ax>0 Az Ax-»0 Áz 


Ax=>0 
O limite considerado depende, pois, do sinal de Ax e, por conseguinte, 
a função não tem derivada no ponto x= 1(*). Geométricamente isso quer 
dizer que no ponto x= 1, esta «curva» não tem 
tangente definida. y 
A continuidade desta função no ponto n = 1, Jz 
resulta de ya vz 


Ay=Azx para Az<0O, 
Ay=2Az Para Az>0, 0A Az T 


e, por conseguinte, independente do sinal de Ax, 
Ay >0 quando Ax > 0. 


Exemplo — 2. A função y = Y n, cujo grá- 
fico é dado pela figura 61, é definida e contínua 
para todos os valores da variável x. 

Vamos ver se esta função tem derivada para x = 0. Para isso, calculemos 
o valor desta função nos pontos x =0 e x= 0 + Ax; para x = 0, temos y = 0; 


para x = 0 + Ax temos y + Ay = Y (Ax), donde 


Ay =V (Az). 


Procuremos o limite da razão do crescimento da função e o crescimento 
da variável independente 


aaa 
lim Ay _ lim y (Ax) _ li 5 
Aax>0 ÂT aAx>o Áz Ax>0 Y Az? 


Fig. 61 


= +00. 


Assim, a razão do crescimento da função e o crescimento da variável 
independente para x =O tende para infinito quando Ax-— 0 (e, por conse- 
guinte, o limite não existe). A função considerada não é, pois, derivável no 


ponto x =0. A tangente a esta curva forma neste ponto um ángulo igual a 5 


com o eixo Ox, isto é, que ela coincide com o eixo Oy. 


$ 5. Cálculo da derivada das funções elementares. 
Derivada da funcáo y = x” para n inteiro e positivo 


Para calcular a derivada duma dada função y = f(x), deve-se 
em virtude da definição da derivada efectuar as operações seguintes: 


(*) Segundo a definição de derivada, o quociente = deve tender para 


um limite determinado quando Ax — 0 independentemente da maneira como Ax 
tende para Zero. 
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1) dar um acréscimo Ax á variável x, calcular o valor correspondente 
da função: 
y + Ay = f (x + Az); 
2) calcular o crescimento correspondente da função: 
Ay = f(x + Az) — f(x); 


3) formar a razão entre o crescimento da função e o acréscimo da 
variável: 


Ay _ f(E + Aa) — f (0). 
Az Az 

4) calcular o limite desta razão quando Ax > 0: 
Ax>0 ÂT Ax>0 Az 


Adoptamos aqui e nos parágrafos que se seguem este processo 
geral de cálculo da derivada de certas funções elementares. 


Teorema — A derivada da função y = x”, em que n é um número 
inteiro positivo, é igual a nx?-1, isto é, 


se y=x", então, Y =n"! (I) 
Demonstração — Seja a função y = x”. 


1) Se x sofre um crescimento Ax, então, 
y + Ay = (z + Az)”. 


2) Utilizando a fórmula do binómio de Newton temos 


Ay = (x + Az)” — x" = qx” ++ z” tAr + 


n(n 


E ds "T (Ax)? +... + (Ad) — a" 


ye 
ou 
Ay =n lAr +” a "”2(A0+...+(Ax)”. 


3) Calculemos o quociente: 


Ay _ q 1 n(n — 1) q" 2A A n-1 
E pe E t+... + (Az) 
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4) Achemos o limite deste quociente: 


= a DE 
y = lim RS [na ai Ar O 
Ax>0 AT  Ax>0 1.2 


dl (say) = na" +, 


logo, y = nx”-1, como se queria demonstrar. 


Exemplo — 1. Y = a, y = 515-1 = 5, 

Exemplo— 2. Y = YT, Y = idi=4, y =1. 

Este resultado tem uma interpretação geométrica muito simples: a tangente 
da recta y =x coincide para todos os valores de x com a própria recta €, 
por conseguinte, forma com o eixo dos x positivos, um ángulo de 45% cuja 
tangente é igual a 1. 


Notemos que a fórmula (1) é igualmente válida no caso em que n 
é um número fraccionário ou negativo, (Isso será demonstrado no $ 12.) 


Exemplo— 3. y = Vz. 
Punhamos esta função sob a forma 
1 
y = 22, 


então, segundo a fórmula (1) (tendo em conta a nota precedente), tem-se: 


grado DA 
y mo F 
ou 
y'= : 
2Vz 
Exemplo— 4. y= 1 == 
T T 
Punhamos y sob a forma: A 
y=x 2, 
Então, 3 5 
a RD UR 
2 2 222 Vz 


$ 6. Derivadas das funções y= sen x; y= COS x 
Teorema — 1. A derivada do senx é cosx, isto é, 
se y = sen x, então y =cosx (1) 
Demonstração — Consideremos na variável x um acréscimo Ax. 
Então: 
1) y + Ay = sen (z + Az); 
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2) Ay = sen (z + Az) — sen z= 2 sen E x 


A 2sen 22 cos (z 442) = A 
y z 
3) = = = — cos (a 2), 
) Ax Ax Az + 
2 
Az 


4) y = lim as lim 
ar>0 ÂL  Ax>0 Az Ax—>0 


2 
mas como 
se 2 
lim 2 =Í, 
Ax>0 Az 
2 
tem-se 


y = lim cos E + ^z) = COS T. 


" Ax>0 


A relação procedente é legítima pelo facto de cosx ser uma 
função contínua. 


Teorema — 2. A derivada do cosx é — sen x, isto é, 
se y = cos x, então, y = — sen x (ID) 


Demonstração — Consideremos um acréscimo Ax na variável x. 
Então: 
y + Ay = cos (x + Az); 


Ay = cos (x + Ax) — cos z = — 2s ELE X 


x sn Z ETEL — sen ST (24 22)) 
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sen Az 
Ay PA ( de) 
—= — ———osenl z + — |; 
Ax Az + 

2 
sen Ar 
y = lim al lim — a sen (24.02) = 
Ax>0 ÂL Ax>0 2 
2 
= — lim sen (=+22). 
Ax=>0 2 


Tendo em consideração que sen x é uma função contínua, obtemos 
em definitivo: 


y = —senx 


$ 7. Derivadas duma constante, dum produto duma 
constante por uma funcáo, duma soma, dum produto 
e da divisão de duas funções 


Teorema — 1. A derivada de uma constante é igual a zero, isto é, 
se y = C em que C = constante, então, y = 0 (AV) 
Demonstração — y = C é uma função de x tal que para todo 


o x o valor de y é igual a C. 
Logo, qualquer que seja x 


y =f (z) =C. 


Consideremos um acréscimo Ax (Ax 40) na variável x. Uma vez 
que a função y conserva o valor C, qualquer que seja o valor da 
variável independente, tem-se 


y + Ay =f (z + Aa) =C. 
Por conseguinte, o crescimento da função é igual a 
Ay = f (z + Ax) — f (2) = 0 
e a razão entre o crescimento da função e o crescimento da variável 
independente é 
Wa 
Az 
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Logo, 
Be y = lim Ay _ ; 
Ax>0 Az 
isto é, y =0. 


Este resultado admite uma interpretação geométrica simples. O grá- 
fico da função y =C é uma recta paralela ao eixo Ox. A tangente 
a este gráfico coincide evidentemente em todos os pontos com esta 
recta e, por conseguinte, forma com o eixo Ox um ángulo cuja tan- 
gente y” é igual a zero. 


Teorema — 2. Pode-se separar um factor constante de debaixo 
do sinal de derivação, isto é, 


se y = Cu (x) (C = const.), então, y = Cu! (x) (V) 


Demonstração — Repetindo o raciocínio da demonstração do teo- 
rema anterior tem-se 


y = Cu (1); 
y + Ay =Cu (1 + Az); 
Ay = Cu (xz + Az) — Cu (x) = C [u (1 + Az) — u (x)]), 
Ay  quiz+ Am) ula) 


Ax Ax 
y = lim AV EO RA Aea 
Ax>0 ÂT A3>0 Az 
isto é, 
y =Cu (x). 
Exemplo — 1. EEE 

E _A i _A_, 3 _3 
o SER E E SA PA 
p=3 (7) =3€ j=3(—5)2 * =-zxf, 


isto é, 
3- a 
Y === 
2z Vz 
Teorema — 3. A derivada da soma de um número finito de 
funções deriváveis é igual à soma das derivadas destas funções (*). 


(°) A expressão y = u (x) — v (z) é equivalente a y = u(x)+(—1) v (2) 
ey = [u (z)+(—1) v(2)]' = u’ (1) + |—v (2)]” = u' (2) — v’ (z). 
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Por exemplo, para o caso de três funções temos: 


y =u (z) + v (z) + w (z), y =u (z) + v (2) + w (z). (VI) 
Demonstração — Para o valor de x da variável independente 
y =u + v4 w. 


(Omitimos a variável x na notação das funções para facilitar a escrita.) 
Para o valor x + Ax da variável independente temos: 


y + Ay = (u + Au) + (v + Av) + (w + Av), 


em que Ay, Au, Av, Aw são respectivamente os acréscimos das fun- 

ções y, u, v, w, para.um acréscimo correspondente Ax da variável x. 
Por conseguinte, 

Ay Au Av Aw 

A == Au Av AW, — = — H 

Ra de Me ha” Ná 


y . Ay . Au e Av e 
= lim — = lim — lim — lim —— 
y Ax>0 ÂT  Ax>0 ÂT T Ax>0 ÂT + Ax>0 Az 


ou 
y =U (2) + v (2) + w (z). 
Exemplo — 2. y=31%— 7 f 
_1 1 -i 
y’ =3 (r4) — (z yr =3.408=(—3)2 E , 
isto é, À i 
y’ = 12273 a = is 
y +3 Y 


Teorema — 4. A derivada do produto de duas funções deriváveis 
é igual ao produto da derivada da primeira função pela segunda mais 
o produto da primeira função pela derivada da segunda, isto é, 


se y = uv, então, y = wv + uv (VID 


Demonstração — Seguindo o raciocínio utilizado na demonstração 
do teorema anterior, tem-se: 
Y ==U15, 
y+ Ay = (u + Au) (v + Av), 
Ay = (u + Au Av) — uv = Auv +uAv + AuAv, 
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Ay Au 


Au Av 
Az Az 


Av 
v -+ u — + Au—, 
+ Ax E Az 


; . Ay . Au é Av é Av 
= lim == lim — v + lim u— + lim Au — = 
i Ax>0 Ax Ax>0 Âx t Ax>0 Az E ax>o Az 


= (tim de) pu lim AR lim Au me 


Ax>0 Az Ax>0 ÂT Ax>0 Ax>0 Ax 


(uma vez que u e v não depende de Ax). 
Consideremos o último termo do membro direito 


. . Av 
lim Au lim —. 
Ax=>0 Ax>0 Âz 


Sendo u(x) uma função derivável, também é contínua. Então, 


lim Au = 0. Além disso, 
Ax=>0 


Assim o termo considerado é igual a zero, e temos por fim: 
y =uv+uv, 


Este teorema permite obter sem dificuldade a regra de derivação 
do produto de um número qualquer de funções. 
Assim, se considerarmos o produto de três funções 


Y = UVW, 
pondo-o sob a forma do produto de u e de (vw), temos: 
y = u (vw) + u (vwwY =u'vw + u (vw + vw) = u'vw + uvw + uvw. 


Este processo permite obter uma fórmula análoga para a derivada 
do produto dum número qualquer (finito) de funções. Se y = uu 
o Un » então, 


y' =U Uz ... Un- ¿Un + Uil, -.. Un-3n +... HUU +... Un-qUn. 


Exemplo — 3. Se y = x? sen x, então 
y’ =(12)' sen t+ z? (sen 2)” =2x sen 4 zr? cos z. 
Exemplo — 4. Se y = Vx sen xcosx, então, 


y =(Y 2) sen z cos 1+ Vz (senz)' cos + Y z sen z (cos 1) 
1 
2Vz 
sen 2x 


=7% sen z cos + Y/ z (cos? z — sen? z) = 4 Vz + V z cos 2z. 


sen z cos + Vz cos z cos z+ Y/z sen z (—sen z) = : 
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Teorema — 5. A derivada duma fracção (isto é, da divisão de 
duas funções) é uma fracção cujo denominador é igual ao quadrado do 
denominador da fracção considerada e o numerador é igual à diferença 
do produto do denominador pela derivada do numerador e do produto 
do numerador pela derivada do denominador, isto é, 


u E , uWv—uv 


se y=— , então y = ——_—. (VID 
o V v | 


Demonstração — Se Ay, Au e Av forem respectivamente os acrés- 
cimos das funções y, u, e v para o crescimento Ax da variável x, temos 


u + Au 
Ay = l 
y + Ay e 
A _u+Au u vAu—uAv 
=A v v(v+ AD 
v Au — u Av Au, Av 
Ay _ Az Ar Az 
Az v(v+ Av) v(v+ Av) ` 
Au Av A Av 
—vwv—u— vlim — — u lim — 
Ay Az Az ax>0 ÂT ax>0 ÂT 
y = lim 2 = lim ———— == _— 
Ax>0 Ax  axr>»o v(v + Av) v lim (v + Av) 
Ax—>0 
donde, tendo em conta que Av=>0 quando Ax -— 0(*), temos 
uv—uv 


x3 
Exemplo — 5. Se ls , então, 


, (23)'cosz—z3 (cos 1)” _ 3x2 cos r+ z3sen z 
j cos? x E cus? x 


Nota — Se a função considerada é da forma 


AE) 
y = C , 


(*) lim Av =0 porque v(x) é uma função derivável e, por conseguinte, 
Ax>0 
contínua. 
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em que o denominador é uma constante, em vez de utilizar a fór- 
mula (VIII), para calcular a derivada, é preferível utilizar-se a fórmula (V): 


= (fu) = irsk 
LECS E TE 


Claro que este resultado pode ser igualmente obtido com a ajuda 
da fórmula (VIII) 


Exemplo — 6. Se y= = E » então, 
, (Cos z)’ _  snz 
o TT 1 


$ 8. Derivação duma função logarítmica 


Teorema — A derivada da função loga x é igual a + loga e, isto é, 
se y=logçg, então y = É og, e. (IX) 


Demonstração — Se Ay for o crescimento da função y = loga x 
para um acréscimo correspondente Ax da variável x, então: 


y + Ay = log, (x + Az); 
Ay =108, (£ + 42) — log, z = log, AF = loga (1 +4) 
X XL 


Ay 4 de) 
— = — lo a 1 a E 
Az Az i Ei zx 


Multipliquemos e dividamos por x a expressáo do segundo membro 
da última igualdade: 


Xx 
T Ax 
Ay _ Es (1 + e) $ E (1 -+ Az) i 
NE WA? x x z 

Designemos a quantidade = por a. É evidente que « > O quando 


Ax tende para zero para um dado valor de x. Por conseguinte, 


1 
a log, (1 +a)2. 
Az x 
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Ora, sabemos que (ver $ 7, cap. II) 
1 
lim (1 + (9.4 a = e, 
a->0 


Se a expressão que figura sob o sinal do logaritmo tende para 
o número e, o logaritmo desta expressão tende para loga e (em virtude 
da continuidade da função logarítmica). Donde temos, finalmente: 


o o UR Ay 1 1 
y'=lim So = lim — loga (1 taje = — loga e. 


Considerando que loga e = 


podemos pôr a fórmula obtida 


Log a 
sob a forma: 
gd 
x Loga' 


Notemos um caso particular importante desta fórmula: se a = e, 
então, Loga = Loge = 1, isto é, 


se y= Logz, então, y=2. (X) 


$ 9. Derivada duma funcáo composta 


Seja y = f(x) uma função composta, isto é; que pode ser escrita 
sob a forma: 
y= F (u), u = Q (x) 


ou ainda y = F[p(x)] (ver $ 8, cap. I). Na expressão y = F (u), u 
chama-se variável intermediária. 
Estabeleçamos a regra de derivação duma função composta, 


Teorema — Se a função u = ọ (x) tem uma derivada u’x = e” (xX) 
no ponto x e a função y = F (u) tem uma derivada y, = F' (u) para o 
valor correspondente de u, então, no ponto considerado x a função 
comporta y = F[p(x)] tem igualmente uma derivada igual a 


y; = Fu (u) q (2) 
onde u deve ser substituído pela expressão u = y (x). Mais simplesmente 
Yx = Yuly, 
isto é, que a derivada duma função composta é igual ao produto da 


derivada desta função em relação à variável intermediária u pela 
derivada em relação a x da variável intermediária. 
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Demonstração — Para um dado valor de x teremos: 
u = Q (x), y = F (u). 
Para o novo valor x + Ax da variável x, tem-se 
u + Au = q (x + Ax), y + Ay = F (u + Au). 


Assim ao crescimento Ax corresponde um crescimento Au ao qual 
corresponde por sua vez um crescimento Ay; além disso, quando Ax —> 0 
teremos Au —> 0 e Ay— 0. Por hipótese, 


lim Ay = Yu. 
pu>o Au 


Desta relação e segundo a definição de limite temos (para Au £ 0): 


Ay ; 
— = Yy + QU, 1 
a LE (1) 
onde a > 0 quando Au > 0. Escrevamos a igualdade (1) sob a forma 
Ay = y, Au + adu. (2) 


A igualdade (2) é igualmente verificada para Au =0 qualquer 
que seja «, visto que neste caso ela se transforma em identidade O = 0. 


Para Au = 0 poremos a = 0. Dividamos todos os membros da igual- 
dade (2) por Ax: 


~ = Yu — + a —. (3) 


Por hipótese, 
Au j 


lim — = Ux, lim a = 
Ax>0 ÂT Ax>0 
Passando ao limite na igualdade (3) quando Ax > O temos: 
Ys = Yu ‘Uz, c.q.d. (4) 


Exemplo — 1. Seja a função y = sen (x?). Calculemos Yx Escrevamos 
esta função sob a forma de função composta da seguinte maneira: 


Encontramos: VS ae 

Yu = Cos u, Ux = 2z. 
Por conseguinte, segundo a fórmula (4) 

Yx = Vulx = COS u-22. 
Substituindo u pela sua expressão em x, temos finalmente: 


Ux = 2z cos (2º). 
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Exemplo — 2. Seja a função y = (Log x)?. Calculemos Yx . Podemos pôr 


esta função sob a forma: 


Encontramos: 


Por conseguinte, 
; 1 1 
y, = 3u? > (Log z)? pa . 


Se a função y = f(x) puder ser posta sob a forma 
y=F(), u=q(v),  —v=yv(), 


o cálculo da derivada y”, pode ser efectuado aplicando sucessivamente 


o teorema precedente. 
Em virtude da regra que acabamos de demonstrar temos: 


Va = Yulla» 
Aplicando este teorema para calcular ws temos: 
Ui = Ug Ug. 
Substituindo a expressão de u' na igualdade precedente temos: 


(5) 


Ys = Yuu Vy 
ou 
Yx = Fu (U) q, (V) pila). 
Exemplo — 3. Seja a função y = sen [(Log x)2]. Calculemos Yx. Ponhamos 
esta função sob a forma seguinte: 


Encontramos: 
; 1 


Y, = COS Uy ug=32,. == 


Por conseguinte, temos em virtude da fórmula (5): 
, , , , 1 
Y = Yuu, Vy = 3 (cos u) v? 3 


ou finalmente: 
Yy = COS [(Log x)3]-3 (Log 1)2 . 


Notemos que a função considerada só é definida para x >0. 
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$ 10. Derivadas das funções y = tg x, y = cotg x, y = Log|x | 


Teorema — 1. A derivada da função tg x é igual a — , isto é, 
1 


cos? z 


se y = tg x, então, y = (XD 


Demonstração — Como 


sen x 


, 
COS TZ 


temos em virtude da regra de derivação das fracções [ver fórmula (VIII), 
$ 7, cap. III: 


am (sen x) cos z — sen z (cosa) E" 
cos” x 


cosacos — senx(— sen z)  costx--sen?r 4 


A PFP EEEE E TO | y A 
o. 


1 
sen? y 


Teorema — 2. A derivada da função cotgx é igual a — 


isto é, 
1 


sen? x 


se y = cotg x, entáo, y = — (XII) 


Demonstração — Como 


então, 
TA (cos x)' sen x — cos x (sen z) _ 
sen’ z 


— sen z sen T — COS T COS T sen? x + cos? q 1 
sen? z sen? x sen? x 


Exemplo — |. Sa y =tg V x, então, 


E aa a 
= VE va NE cos? Vz ` 
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Exemplo — 2. Se y = Log cotg x, então, 


qe A A n 
Ya te 2) ~ ctgz sen?2x) coszsenz sen2z' 


Teorema — 3. A derivada da função Log|x| (fig. 62) é igual 
a É , Ísto É 
x 
1 
se y = Log| x|, então, y ==. (XID 
Demonstração —a) Se x>0, então, |x| = x, Log |x| = Log x 
e, por conseguinte, 
qua 
Yi = 
b) Seja x< 0, então, |x| = — x. Mas 
Log |x| = Log (—2). 
(Notemos que se x< 0, então, — x >0.) 


y = Logl x| 


Fig. 62 


Ponhamos a função y = Log(— x) sob a forma duma função 
composta pondo 


= Logu, u= — zr. 
Então, i 
1 


; Bai 1 
Yx = Yus = — (—1) = — 
u — T 


1 
(—)=-—. 
XT 
Logo, para os valores negativos de x encontramos ainda a fórmula 


Ys = =p * 


Assim, a fórmula (XIII) está demonstrada para todos os valores 
de x0. (Para x=0 a função Log|x| não é definida.) 
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$ 11. Funcáo implícita e sua derivada 


Suponhamos que os valores das variáveis x e y estáo ligadas 
entre si por uma equação que designaremos simbólicamente por 


F(x, y =0. (1) 


Se a função y = f(x) definida num intervalo (a, b) é tal que 
substituindo a equação (1) y por f(x) esta equação se transforma em 


Fig. 63 Fig. 64 


uma identidade em relação a x, então, a função f(x) é chamada função 
implícita definida pela equação (1). 
Assim, por exemplo, a equação: 


ty —a=0 (2) 
define implicitamente as funções elementares seguintes (fig. 63 e 64): 
y=Va — r, (3) 
y=— Ve — r. (4) 


Com efeito, depois de ter substituído y por estas expressões, 
a equação (2) transforma-se numa identidade: 


a* + (a? — 2% — a= 0. 

As expressões (3) e (4) foram obtidas resolvendo a equação (2) 
em relação a y. Mas não é sempre possível encontrar a forma explícita 
duma função implícita, isto é, que não é sempre possível exprimi-la 
sob a forma y =f(x) (*) em que f(x) é uma função elementar. 

Assim, as funções definidas pela equação 


y —y—*=0 
ou 


y—2—Fseny=0 


(*) Se uma função é definida por uma equação da forma y = f(x) 
diz-se que ela é dada sob a forma explícita, ou que é uma função explícita. 
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não se exprimem com o auxílio das funções elementares, isto é, que 
não se podem resolver em y por meio das funções elementares. 


Nota — 1. Notemos que os termos função implícita e função 
explícita caracterizam o modo de expressão da função dada e não a 
natureza desta. 

Toda a função explícita y = f(x) pode ser posta sob a forma 
duma função implícita y — f(x) = 0. 

Indiquemos agora a regra que permite encontrar a derivada duma 
função implícita sem a ter préviamente posto sob a forma explícita, 
isto é, y = f (x). 

Suponhamos que a função é dada pela equação 


a+ y? —a=—0. 


Se y é a funcáo de x definida por esta equacáo, entáo, esta 
última transforma-se em identidade. 

Derivando os dois membros desta identidade em relação a x, 
e supondo que y é função de x, temos (segundo a regra de derivação 
das funções compostas): 


2x + 2yy =0, 


donde: 


E 


Notemos que se tivessemos derivada da função explícita cor- 
respondente 
y = V a — a 
teríamos tido 
f 


y === == 
Va? — a? y 
isto é, o mesmo resultado. 
Consideremos ainda um exemplo de função implícita: 
y —y—a=0. 
Derivemos em relação a z: 
6yy — y — 2z = 0, 


donde 
2x 


6y — 1º 
Nota — 2. Os exemplos considerados mostram que para calcular 


o valor da derivada duma função implícita para um valor dado da 
variável x, é preciso conhecer igualmente y para este valor de x. 


y = 
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$ 12. Derivada duma funcáo poténcia quando o expoente é 
um número real qualquer, derivada da funcáo exponencial e da 
funcáo composta exponencial 


Teorema — 1. A derivada da função x”, onde- n é um número 
real arbitrário, é nx”-1, isto é, 


» 


se Y=2" então y nat (1) 


Demonstração — Seja x > 0. Tomando o logaritmo da função dada, 
temos: 
Log y =n Log z. 


Derivemos os dois membros da igualdade obtida (em relação a x) 
supondo que y é uma função de x: 


A e a 
Jo X. ) y = yn x i 
Substituindo y pelo seu valor y = x”, temos em definitivo: 


y == nar” A 


Demonstra-se fácilmente que esta fórmula é também verdadeira 
para x< O se x” tem um sentido (*). 


Teorema — 2. A derivada da função ax em que a > 0 é ax Log a, 
isto é, 
se y=a* então y = a" Loga. (XIV) 
Demonstração — Tomando o logaritmo da igualdade y = a”, temos: 
Log y = z Log a. 


Derivemos a igualdade obtida supondo que é função de x: 


cy =Loga; y =yLoga 


ou 
“=G Loga. 
Se a base do logaritmo a = e, então Loge = 1 e temos a fórmula 


y=", y=e. (XIV) 


(*) Anteriormente ($ 5, Capítulo III) demonstramos esta fórmula para 
o caso de n inteiro positivo. Ela está demonstrada agora para o caso geral 
(para todo o número n constante). 
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Exemplo — 1. Seja a função 
y = ex”, 


Escrevamo-la sob a forma duma função composta introduzindo a variável 
intermediária u: 


y=", u= al, 


então ; i 
Yu = e4, Ux = 2x. 
e, por conseguinte ; 
, p gui 9 yx = ev2x o gx? 2r. 


Chama-se função composta exponencial a toda a função exponen- 
cial em que a base e exponente são funções de x, por exemplo, (sen x)*?. 
xtgz, xt, (Log x)”, etc., e em geral toda a função da forma 


y = [u (2) P? =u” 


é uma função composta exponencial. 
Teorema — 3. 


Se y=u”, então y =vu” tu p+ u”v Logu. (XV) 
Demonstração — Tomemos o logaritmo da função y: 
Log y = v Logu. 


Derivando esta igualdade em relação a x, temos: 


1 Toz ; 
— paa — Lo , 
y? USADO gu 


donde 
y =y (: = + “Logu) 


Substituindo y pela expressão u” temos: 
y = cu tu + uv Logu. 


Assim, a derivada duma função composta exponencial compreende 
dois termos obtém-se o primeiro supondo no decurso da derivação 
que u é uma função de x e v uma constante (isto é, considerando u” 
como uma função potência); obtém-se o segundo termo supondo que v 
é uma função de x e u uma constante (isto é, considerando uv como 
uma função exponencial). 

Exemplo —2. Se y = z*, então, 


ou y” = est (2) + 2* (7') Log z 


y =23% + ar Log z = 2% (1 + Log z). 
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Exemplo — 3. Se y = (sen x) **, então, 
y” = 22 (sen 7):*1 (sèn x)’ + (sen zx)** (22) Log sen z = 
= z? (sèn x)%*1 cos z + (sen x)** 2x Log sèn z. 


O processo aplicado neste parágrafo para calcular a derivada 
consiste em procurarmos primeiro a derivada do logaritmo da função 
dada, este processo é frequentemente empregado para encontrar a 
derivada de certas funções, visto que, muitas vezes, ele simplifica os 
cálculos. 


Exemplo — 4. Seja calcular a derivada da função 
(1+1) Y—1 
(14 4)3 ex 


Resolução — Tomando o logaritmo desta expressão temos: 


Log y =2 Log (241) 45 Log (r—1)—3 Log (t+ 4)— z. 


y = 


Derivando os dois membros desta igualdade, encontramos 


y o 2 1 3 

gy Oz e 44 + 

ea | a (z+1)2) Vz—1 
Multiplicando por y e substituindo y pela expressão “rd a Ases ; 


temos: Yi 
iS (2419 z— 1 3 
cd “(24+4)3 ex [ater z+4 4 | É 


Nota — À expressão MR (Log y), a derivada do logaritmo nepe- 


riano da função dada y = y (x), é chamada derivada logarítmica. 


$ 13. Função inversa e sua derivada 


seja y = f(x) (1) 


uma função crescente (fig. 65) ou decrescente definida no intervalo 
(a, b) (a < b) (ver $ 6, cap. I). Seja f(a) = c, f(b) = 

Para fixar ideias consideremos uma função crescente. 

Tomemos dois valores diferentes x, e x, do intervalo (a, b). Em 
virtude da definição das funções crescentes, resulta que se x, < xX: © 
Yı = f (xı), y: = f (x2), então y, <y.. Logo, a dois valores diferentes 
x, € x: correspondem dois valores diferentes y, e yz da função. Inversa- 
mente, se yı < yz € y, = f (xı), y. = f (x2), resulta da definição das 
funções crescentes que x, < xz. Assim, se estabelece uma correspon- 
dência biunívoca entre os valores de x e os valores correspondentes de y. 
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Considerando os valores de y como os valores da variável inde- 
pendente e os valores de x como os valores da funcáo, obtemos x 
em função de y: 


x= q (y). (2) 


Esta função é chamada função inversa da função y = f(x). É evi- 
dente que a função y = f(x) é a função inversa da função x = q W), 
Demonstra-se por um raciocínio 
análogo que a função decrescente 
admite também uma função inversa. 


Nota — 1. Limitar-nos-emos 
a citar, sem a demonstrar, a pro- 
posição seguinte: se a função cres- 
cente (ou decrescente) y = f(x) é 
contínua sobre o segmento [a, b] e 
f(a) =c, f(b)=d, então, a fun- 
ção inversa é definida e contínua Fig. 65 
sobre o segmento [c, d]. 


Exemplo — 1. Seja a função y = x?. Esta função é crescente no intervalo 
infinito — œ < x < + œ, ela tem uma função inversa x = Y y (fig. 66). 


Fig. 66 Fig. 67 


Notemos que se encontra a função; inversa x = p (y) resolvendo 
a equação y = f(x) em relação x. 


Exemplo — 2. Seja a função y = ez. Esta função é crescente no intervalo 
infinito — œ < x < + œ. Ela admite para função inversa x = Log y. O domínio 
de definição da função inversa é o intervalo 0 < y < œ (fig. 67). 
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Nota— 2. Se a função y = f(x) não é nem crescente nem decres- 
cente sobre um intervalo, ela pode ter várias funções inversas (*). 


Exemplo —3. A função y =x? é definida no intervalo infinito — œ < 
<x< + œ. Ela não é nem crescente nem decrescente e não admite função 
inversa. Mas se considerarmos o intervalo 0 < x < œ, vemos que esta função 

é crescente neste intervalo e que a sua função 


inversa é x= V y. No intervalo — © <x<0 
a função é decrescente e admite por função 


inversa a função x = — V y (fig. 68). 


Nota—3. Se as funções y = f(x) e 
x= (y) são respectivamente inversas, O 
seu gráfico é uma mesma curva. Mas, se 
designarmos de novo a variável indepen- 
dente da função inversa por x e a função 
por y e se traçarmos o gráfico destas duas 
funções relativamente a um mesmo sistema 
Fig. 68 de eixos de coordenadas, obteremos dois 
gráficos diferentes. 

Vê-se facilmente que estes gráficos são simétricos em relação à 

bissectriz do primeiro quadrante. 


Exemplo — 4. Sobre a figura 67 traçamos os gráficos da função y = ex 
(ou o de x = Log y) e a sua função inversa y = Log x estudadas no exemplo 2. 


Vamos demonstrar agora um teorema que permite encontrar a 
derivada da função y = f(x) conhecendo a derivada da sua função 
inversa. 


Teorema — Se a função 


y = Í (1) (1) 


admite uma função inversa 
x = q (y) (2) 


em que a derivada y! (y) num ponto dado y é diferente de zero, então, 
a função y = f(x) possui no ponto correspondente x uma derivada f' (x) 


igual a É ; isto é, que temos a fórmula: 
P (y) 
O (XVI) 
q (y) 


(*) Salientamos, uma vez mais, que ao dizer-se que y é uma função 
de x, subentende-se uma dependência unívoca entre y e x. 
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Assim a.derivada de uma das duas funções reciprocamente inversas 
é igual ao inverso da derivada de outra função no ponto considerado (*). 


Demonstração — Derivemos os dois membros da igualdade (2) 
em relação a x, supondo que y é uma função de x (**): 


1 = q (y) Yx, 
donde 
E S 
” gy) 


Notando-se que y'z = f’ (x), obtemos a fórmula (XVI) que pode- 
mos pôr sob a forma: 


Yx =- . 
Ty 


y=f (1) 


O resultado obtido possui uma ilustração 
geométrica muito simples, Consideremos o gráfico 
da função y = f(x) (fig. 69). ' A 

Esta curva será também o gráfico da fun- 
ção x = p(y) em que x é a variável dependente 
e y a variável independente. Consideremos um 
ponto qualquer M (x, y) sobre esta curva. Tra- 
cemos a tangente à curva neste ponto. Designe- 
mos respectivamente por a e 8 os ângulos for- Fig. 69 
mados por esta tangente com os eixos positivos 
Ox e Oy. Segundo os resultados do $ 3 relativos à significação geo- 
métrica da derivada deduzimos: 


f (1) =tg0, 3 
p (y) =tg b. 5) 


Resulta imediatamente da figura 69 que se a < 5 , então 


JT 
B=5—€ 


(*) Quando escrevemos f (x) ou y'x, supomos que durante o cálculo da 
derivada a variável independente é x; igualmente, quando escrevemos q'(y) ou 


, 


T» supomos que durante o cálculo da derivada a variável independente é y. 
Notemos que depois de ter derivado em relação a y devemos substituir y 
pela expressão f(x) do segundo membro da fórmula (XVI). 

(**) De facto, procuramos aqui a derivada da função de x dada impl- 
citamente pela equação x — q (y) = 0. 
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Se a > 5 , vê-se facilmente que f = is — a. Por conseguinte, 


temos sempre 
tgB=ctga, 
donde 
tga tgp = tga ctga = 1 
ou 


ga = —. 
te B 


Substituindo tg a e tg 8 pelos seus valores deduzidos da fórmula (3) 
obtemos 


=: 
e 


$ 14. Funções trigonométricas inversas e suas derivadas 


1) A função y = arc sen x. 
Consideremos a função 


x = sen y (1) 


e tracemos o seu gráfico tomando para eixo Oy a vertical ascendente 
(fig. 70). 

Esta função é definida no intervalo 
infinito — o < y < + œ. Sobre o segmento 
= 5< y < 5 a funcáo x = sen y é cres- 


NS «e 


y=arcsen X 
cente e os seus valores preenchem o 
segmento — 1 < x < 1. Eis porque a fun- 
ção x = seny tem uma função inversa que 
se designa por 


y = arc sen x (*). 


Esta função é definida sobre o segmento 
—1<x<l e os seus valores preenchem 
o segmento -5 <y< > O gráfico da 


I=58N Y 


Fig. 70 


função y = arcsenx é representado sobre a figura 70 por um traço 
a cheio. 


(*) Notemos que a igualdade y = Arcsenx bem conhecida em trigono- 
metria não é mais do que outra forma de escrever a igualdade | (1). Aqui 
para x dado) y designa o conjunto dos valores dos ángulos cujo seno é 
igual a x. 
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a 1 ; 
Teòrema — 1. A derivada da função arc senx é Vi» , isto 


é, se 


y = arc sen x, então, y' = a e (XVII) 


Via 


Demonstração — Em virtude da igualdade (1) temos: 


Ly = COS y. 


Segundo a regra da derivação duma função inversa 


| 1 
Yx = — = , 
Ty cosy 
mas 
cos y = V1 — sen? y = V1 — 2, 
logo 
A 1 
A 
1 — x* 


Tomamos o sinal + antes da raíz, porque a função y = arc sen x 


T 
toma os seus valores sobre o segmento — 5 < y < 5 e que por con- 


da 
2 
seguinte cos y > 0. 


Exemplo — 1. y = are sen et, 


=== (e) = E 
Vit Vu-es | 
Exemplo — 2. 
112 
y=(arcsén =) , 
T 
y'=2 PRE — + (+) = —sen 2arc sen À EE A . 
z TÁ 4 z t z Vz2—i 
i— 


2) A função y = arc cos x. 
Consideremos como anteriormente a função 


z= COS Y (2) 


e tracemos o seu gráfico orientando o eixo Oy segundo a vertical ascen- 
dente (fig. 71). Esta função é definida no intervalo infinito — œ < y < 
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< + œ. À função x = cos y é decrescente sobre o segmento 0 < y < T 
e tem uma função inversa que se designa pela notação 

y = arc cos. 


Esta função é definida sobre o segmento — 1 < x < 1. Os valores 
desta função preenchem o intervalo m > y >0. O gráfico da função 
y = arc cos x está representado sobre a figura 71 em traço cheio. 


1 
Teorema — 2. A derivada da função arc cos x é VS 
— £ 
isto é, 
se y = arccos x, então, y = — ==. (XVIII 
dá Vi— a? 
Demonstração — Encontra-se segundo a igualdade (2): 
Ty = — sen y. 
Por conseguinte, 
A RD E E A 
ý EM sen y Vi — cos? y 
Mas cos y = x, donde 
E S 
y=arccos x E VA = zr 
Na igualdade sen y = V 1— cos? y toma- 
É mos o sinal mais antes da raíz, porque a 


função y = arccosx está definida sobre o 


ERRES segmento 0 < y < 7 e que, por conseguinte, 
Fig. 71 sen y > 0. 
Exemplo — 3. y = arc cos (tg x), 
1 1 1 
'f=——————— t z) = = ———— AG 
á Vi-tgzx (tg 2) Vi—tg? Y Costz 


3) A função y = arc tgx. 
Consideremos a função 


T=t8 Y 


e tracemos o seu gráfico (fig. 72). Esta função é definida para todos 
os valores de y, excepto os valores y= (2k + 1) 5 (k=0, +1, 
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T JT 
3<U<58 


+2, ...). A função x = tg y é crescente no intervalo — 3 


admite neste intervalo uma função inversa que se designa por 
y = arc tgz. 
Esta função é definida no intervalo — œ < x < + œ. Os valores 


JU JT 


da função preenchem o intervalo — 3 <y< y O gráfico da função 


y =arctgx é representado sobre a figura 72 com traço a cheio. 


Teorema — 3. A derivada da função arctgx é — , isto é 


1 
se y = arc tg x, então, YTF 3y 
(XIX) ET a 
Demonstração — Encontra-se 


segundo a igualdade (3) 


a — ————= 


y=arctgr 


= 
cos” y 


Por conseguinte, 


mas 


os* : É 
C = A E. 
ida y 1+tgy 


visto que tg y = x, obtemos finalmente: 


Fig. 72 


Exemplo — 4. y = (arc tg x)!, 


? | 
Sp 3 qu 
y =4 ¡arc tg 2)3 (arc tg 7)'=4 (arc tg x)3 i T 


4) A função y = arc cotg x. 
Consideremos a função 


x = ctg y. (4) 


Esta função é definida para todos os valores de y excepto os 
valores y = kr (k=0, +1, +2, ...). O gráfico desta função está 
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representado, sobre a figura 73. No intervalo O< y<z" a função 
x =cotgy é decrescente e tem uma função inversa que designamos 
pela notação: 


= arc ctg z. 


Esta função 'é, pois, definida no 
intervalo infinito — o <x<+ wo e 
os seus valores preenchem o intervalo 
T>y>0. 


T=ctg y 


y=arcctg 1 : 
y Teorema — 4. A derivada da 


função arc cotg x é 1 t 
nç g [TR isto é, 
E as de siga 44 Wa se y = arc cotg x, 
Ha 1 
A =". —— 
Fig. 73 então, y a AM 


Demonstração — Deduz-se da igualdade (4): 


Ty = — ! : 
sen? y 
Por conseguinte, 
y, = — sen? A E men 
cosec” y 1 +ctg” y 
Mas 
ctg y =x 
Logo, 
a 1 
Yx =o (+ q? : 


$ 15. Quadro das principais fórmulas de derivacáo 


Reunamos em um quadro único as principais fórmulas e as 
regras de derivação que demonstramos nos parágrafos precedentes: 


y= const, y =0. 
Função potência: 


em particular, 


y = Vz, 
y = —, 
z 


Funções trigonométricas: 


y = Sen z, 
y = COs T, 
y = tgz, 
y = ctg z, 


Funções trigonométricas inversas: 


Y = arc sen z, 


y = arc cos z, 


y = arc tgz, 


y = arc ctg z, 


Função exponencial: 


em particular, 


Função logarítmica: 


em particular, 


y = loga a, 


y = Log T, 
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Principais regras de derivação: 


y = Cu (x), y = Cu (x) (C = const), 
y=u + v— uw, y =w 4} vV — uw, 
y=u-v, y =uv+uv, 

u , uv—uv 
y=—, y = 2 , 

v V 
y = f (u), } as , 

Yx = Fu (u) Po (2), 

u = q (2), 


v , ,u—1_ - Do.” 
y=u", y = vu" u +u v Logu. 


Se y = f (x), x = p (y) onde f e y são duas funções reciprocamente 
inversas, então: 


Rs: onde y = Í (2). 
P (y) 


$ 16. Funções dadas sob a forma paramétrica 
Sejam dadas duas equacóes: 


x= 0 (t), 1) 
y = v(t), (é) 


onde t varia sobre o segmento [7T,, T.]. A cada valor de t correspondem 
dois valores x e y (supomos que as funções y e y são unívocas). Se 
se considera os valores de x e de y como as coordenadas dum ponto 
de um plano Oxy, a cada valor de t corresponderá um ponto bem 
determinado desse plano. Quando t varia de T, a T, este ponto descreve 
no plano uma curva. As equações (1) dizem-se equações paramétricas 
desta curva, onde t é chamado parâmetro e o processo que permite dar 
a curva pelas equações (1) diz-se paramétrico. 

Suponhamos em seguida que a função x = ọ (t) admite uma função 
inversa t = $ (x). É, então, evidente que y é uma função de x: 


y = [OD (x)]. (2) 


Assim, as equações (1) definem y em função de x e diz-se que 
a função y de x é dada sob a forma paramétrica, 

A relação y = f(x), exprimindo a dependência directa de y em 
função de x, obtém-se eliminando o parâmetro t nas equações (1). 
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As curvas dadas pelas equações paramétricas são frequentemente 
empregadas na mecânica. Por exemplo, se um ponto material se 
desloca no plano Oxy e se se conhece as leis do movimento das 
projecções deste ponto sobre os eixos das coordenadas, 


z= (1), 1 
y =p (1), 4) 


onde o parâmetro t é o tempo, as equações (1”) são, então, as equações 
paramétricas da trajectória do ponto móvel. Eliminando destas equa- 
ções o parâmetro t, deduz-se a equação da 
trajectória sob a forma y = f(x) ou F(x, 
y) = 0. Consideremos o problema seguinte. 


Problema — Encontrar a trajectória e o 
ponto de impacto dum corpo pesado lançado 
dum avião deslocando-se à velocidade horizontal 
vo à altitude y, (pode-se desprezar a resistência 
do ar). 


Resolução — Escolhemos o sistema de coor- 
denadas indicado sobre a figura 74 supondo que 
o corpo é largado do avião no próprio instante Fig. 74 
em que ele corta o eixo Oy. É evidente que a 
a deslocação horizontal do corpo será um movimento uniforme à velocidade 
constante vo: 


zt = Vot- 


A deslocação vertical dum corpo que cai sob o efeito da gravidade 
exprime-se pela fórmula: 


8. 
O 
Por conseguinte, a distância do corpo à terra em qualquer instante 
exprimir-se-á pela fórmula ja 
y =y- 
As duas equações 
T= Vot, 
gt? 
Yy =Y0— 97 


serão as equações paramétricas da trajectória. Para eliminar o parâmetro 


tiramos o valor de t da primeira equação, e substituímos o valor t = > na 
0 
segunda equação. Então, a equação da trajectória toma a forma: 


g 
y=Y0— op T 
0 


É a equação duma parábola cujo vértice é o ponto M(0, y,) e o 
eixo de simetria coincide com o eixo Oy. 
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Calculemos a grandeza do segmento OC. Designemos por X a abcissa do 
ponto C; notemos que a ordenada deste ponto é y=0. Substituindo estes 
valores na fórmula precedente temos: 


0= yo— 5 X2, 
0 
donde 
/ 2 
X =v E 


$ 17. Equacóes paramétricas de certas curvas 


Círculo — Seja um círculo de raio r cujo centro se encontra na origem 
das coordenadas (fig. 75). 

Designemos por + o ángulo formado pelo raio que vai ter a um ponto 
arbitrário M (x, y) da circunferência e o eixo Ox. Pode-se, então, exprimir as 


Fig. 75 Fig. 76 


coordenadas dum ponto arbitrário da circunferência com o auxílio do pará- 
metro f da maneira seguinte: 


xz=r cost, 
pos 0<t<2n. 
y =r sent, 


Estas são precisamente as equações paramétricas do círculo. Se elimi- 
narmos destas equações o parâmetro t, obteremos uma equação do círculo na 
qual entram somente as variáveis x e y. Adicionando estas equações paramé- 
tricas depois de as termos previamente elevado ao quadiado encontramos: 


124 y2=r2 (cos? tsen- +) 22 + y2=r2, 


Elipse — Seja dada a equação da elipse 


NN j 
Façamos al b2  ”* (1) 


t = COS t. (2') 
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Substituindo esta expressão na equação (1) encontramos: (2”) 
As equações Y Ane (2) 
r=Aacost, 0 9 
y=bsent, } SOREN 


são as equações paramétricas da elipse. 

Elucidemos o sentido geqmétrico do parâmetro t. Tracemos, tomando a 
origem como centro, dois círculos de raios a e b (fig. 76). Seja M(x, y) um 
ponto da elipse e seja B um ponto do círculo grande tendo a mesma abcissa 
que M. Designemos por t o ângulo formado pelo raio OB e o eixo Ox. Resulta 
imediatamente da figura 76: 


x= OP =a cost [é a equação (2)), CQ = b sen t. 


Concluímos é igualdade (2”) que CQ = y, isto é, que a recta CM é 
paralela ao eixo Ox. 

Por conseguinte, nas equações (2) t é o ángulo formado pelo raio OB e 
o eixo das abcissas. Chama-se por vezes ao ângulo t ángulo de excéntricidade. 


Fig. 77 


Cicloide —- Chama-se cicloide à curva gerada por um ponto situado sobre 
uma circunferéncia que roda, sem escorregar, sobre uma recta (fig. 77). 

Suponhamos que o ponto móbil M da circunferéncia se encontra no 
começo do movimento na origem das coordenadas. Determinemos as coordenadas 
do ponto M depois da circunferência ter gerado um ángulo t. Designemos por a 
o raio desta circunferência. Vê-se da figura 77, que 


x = OP = OB — PB, 
mas como a circunferência roda sem escorregar 
OB = MÈ = at, PB = MK = usint. 
Por conseguinte, 


Ora, t = at — asen t = a (t — sen t). 
y = MP = KB = CB — CK = a — a cos t = a (1 — cost). 
As equações 


x= a (t —sen t), EEF 
y =a (1—cos t), } D e (3) 
são as equações paramétricas da cicloide. Quando r varia de O a 27, o ponto M 
descreve um arco da cicloide. 
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Eliminemos o parámetro ż destas equações a fim de determinar a depen- 
dência directa existente entre y e x. A função y =a (1 — cost) admite sobre 
o segmento 0<t+< 7 uma função inversa: 


a—y 
E 


t=arc cos 


Substituindo esta expressão de t na primeira das equações (3) encontramos: 


a — == 
T=-4 arc cos A sen (arc cos =? ) 
a a 
a — e. 
T=a arc cos — y — Y 2ay—y2 para 0O<z<ma. 


Vê-se directamente da figura 77 que para cra < x < 2ra 


z=2na — (a arc cos — — Via) ; 


Notemos que a função 
x = a (t — sen t) 
admite uma função inversa que não se exprime com o auxílio de funções 
elementares. 
Nota — 1. O exemplo da cicloide mostra que é por vezes mais fácil 


estudar as funções e as curvas dadas sob a forma paramétrica que sob a 
forma da dependência directa y de x ou x de y. 


Astroide — Chama-se astroide à curva 
cujas equações paramétricas são as seguintes: 
z=a cos? t, l 


< 
y=asente | O<t<2m (4) 


Elevando os dois membros destas equa- 
ções à potência % e adicionando-os membro 
a membro deduzimos a dependência directa 
entre y e x; 

2 2 2 


z? 4y? =a? (cos? t+sen? t), 


ou 
2 2 2 


Fig. 78 23 py? =a ?. (5) 


Veremos no seguimento (ver $ 12, capítulo V) que esta curva tem 
exactamente a forma representada sobre a figura 78. Esta curva pode ser definida 


como a trajectória descrita por um ponto duma circunferência de raio r rodando 


“sem escorregar sobre uma outra circunferência de raio a (o pequeno círculo 
ficando: constantemente no interior do grande) (ver fig. 78). 


Nota — 2. Notemos que as equações (4) e (5) apenas definem uma só 
função y= f(x) Elas definem duas funções contínuas sobre o segmento 
—a <«x«< +a Uma delas apenas toma valores não negativos e a outra 
apenas valores não positivos. 
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$ 18. Derivada duma função dada sob a forma paramétrica 


Seja uma função y de x dada pelas equações paramétricas: 
T=} (t), | 
y = y (t), 


Suponhamos que estas funções são deriváveis e que a função 
x=e(t) admite uma função inversa t = &(x) igualmente detivável. 
Neste caso a função y = f(x) definida pelas equações paramétricas 
pode ser considerada como uma função composta: 


y = Y (1), t = @ (2), 


em que t é uma variável intermediária. 
Segundo a regra de derivação das funções compostas tem-se: 


Ve = Yita = pi (t) D; (2). (2) 


Resulta do teorema relativo à derivação das funções inversas que: 


to <t< T. (1) 


D; (1) = — 
O = “e (O 
Substituindo esta expressão na fórmula (2) resulta: 
(t 
y LO 
q (t) 
ou 
y= 2, (XXI) 
Tt 


Esta fórmula permite calcular a derivada yx da função paramé- 
trica, sem conhecer explicìtamente a dependência entre y e x. 


Exemplo — 1. A função y de x é dada pelas equações paramétricas: 
T=a cost, 
y=asen t, 


} (0<t< mM. Pi 


Calcular a derivada Y : 1) para t£ qualquer; 2) para t=3% 
dr 


Resolução. 
(asni cose 
1) y (a cos t)' asen: TAB! 
TU 
2) (y) x =— ctg q =i 
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Exemplo — 2. Encontrar o coeficiente angular da tangente à cicloide 
z = a (t — sent), 
y = a (1 — cos t) 
num ponto qualquer (0 < 1 < 27). 


Resolução — O coeficiente angular da tangente é igual em cada ponto 
ao valor da derivada y”, neste ponto, isto é, 


Yx = de 
x. z; E 
Mas 
1¿=4 (1—cos t), y;=asent. 


Por conseguinte, 


t 
2 sen — cos La 


as dt (54) 
2sen?-> 
Assim, o coeficiente angular da tangente à cicloide é igual em cada 
ponto á tg (5 = 5) , em que t é o valor do parâmetro correspondente 
neste ponto. Mas isto significa que o ângulo a formado pela tangente e o 
eixo dos x é igual a 5 = 5 (para os valores de t compreendidos entre 


— q e m)(?). 
$ 19. Funções hiperbólicas 


Nas numerosas aplicações da análise matemática encontra-se 
frequentemente às combinações das funções exponenciais tais como 


-XA 


1 E nd 
3 (e — er e 3 (e* + e-*) Considera-se estas combinações como novas 
funções que se notam como se segue: 


x —X 
e—e 
senh zr = ————— 


(1) 


cosh x = 


(*) Com efeito, o coeficiente angular é igual à tangente do ángulo a 
formado pela tangente à curva e o eixo Ox. Razão porque 


T t 
tg a=tg (5-5) 


7 t i 
para todos os valores de t tais que T está compreendido 


_ ^ 
ES 2. 2 


EN 
entre O e 7. 
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A primeira destas funções é denominada seno hiperbólico, a segunda 
coseno hiperbólico. Estas duas funções permitem definir duas outras 


senh x cosh x 
tgh = e cotgh x = É 
cosh x senh x 
ete? 
tgh x = =—— tangente hiperbólica 
e+e (1) 
qe? ; : 
cotg x= ——— Cotangente hiperbólica 
e —e 


É evidente que as funções senh x, cosh x, tghx são definidas 
para todos os valores de x. Todavia 
a função cthx é definida para todos 
valores excluindo o ponto x = 0. 

Os gráficos das funções hiper- 
bólicas estão representados nas figu- 
ras 79, 80 e 81. 

Resulta da definição das funções 
hiperbólicas senh x e cosh x [fór- 
mula (1)] que acabamos de dar 


Fig. 79 Fig. 80 
identidades análogas àquelas que verificam as funções trigonométricas: 
cosh? x — senh? x = 1, (2) 
cosh (a + b) = cosh a cosh b + senh a senh b, (3) 
senh (a + b) = senh a cosh b + cosh a senh b. (37 

Com efeito, 
Le” 2 r č — e” 2 
vime (30) (EE) 
cosh? x — senh? x 3 2 
42 4de— gb o GN 


4 
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Notemos que 
gato + e amo 


cosh (a + b) = 


encontramos: 


cosh a cosh b + senh a senh b = ———- —— Y ———— — = 


gato + e atb E gero $ poe pato = e tb e a e ab 


—a-b 
= ——— = cosh (a + b). 


Demonstra-se duma maneira análoga a identidade (3%. 
A expressão «funções hiperbólicas» é devida ao facto de as 
funções senh 1 e cosh £ conterem nas equações paramétricas da hipérbole 


a—y=1 


o mesmo papel que as funções sen 
e cost nas equações paramétricas do 
círculo 


é adia a ca 


Com efeito, eliminando o parâ- 
metro t entre as equações 


x == Cost, y = Sen t 
encontra-se: 


z + yY? = cos? t + sen? t 
ou 


x? + y? =—1 (a equação do círculo). 


Do mesmo modo, as equações, 


x = cosht, y = senht 
Fig. 81 são as equações paramétricas da 
hipérbole. 


i Com efeito, elevando ao quadrado -os dois membros destas equa- 
ções e subtraindo a segunda da primeira, tem-se: 


x? — y? = cosh? t — senk? r. 
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Visto que a expressão que figura no membro direito é igual à 
unidade em virtude da fórmula (2), tem-se em definitivo: 


ay, 


isto é, a equação da hipérbole. 

Consideremos o círculo da equação x° + y? = 1 (fig. 82). Nas 
equações x = cost, y=sent o valor numérico do parâmetro tf é 
igual ao ângulo ao centro AOM ou ao dobro da superfície S do 
sector AOM, visto que t = 25. 


Fig. 82 Fig. 83 
Indiquemos, sem o demonstrar, que o parâmetro tf, que entra 
nas equações paramétricas da hipérbole 
x = cosh t, y = senh t, 
é também numéricamente igual ao dobro da área do «sector hiperbólico» 


AOM (fig. 83). 
As derivadas das funções hiperbólicas são dadas pelas fórmulas: 


1 
(senh x) = cosh x, (tgh xy = š | 
cosh? x 
(XXII) 
(cosh xy = senh x, (coth xy = — E 
senh? x 


que resulta directamente da definição das funções hiperbólicas; por 
e” 


exemplo, para a função senhx — i temos: 


(senh xy = (ES) = a = cosh x. 
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$ 20. Diferencial 


Seja y= f(x) uma função derivável sobre o segmento [a, b]. 
Definiu-se a derivada desta função no ponto x do segmento [a, b] pela 
relação: 


i A 2 


Ax>0 Áz 


A 
O quociente Te para Ax=>0 tende para um número determi- 


nado f' (x), e, por conseguinte, difere da derivada f' (x) duma quantidade 
infinitamente pequena: 


LF (a) +0, 


onde a >0 quando Ax> 0. Multipliquemos todos os termos desta 
igualdade por Ax; temos: 


Ay = f (x) Ax +a4Az. (1) 


Visto que em geral f’ 40, o produto f (x) Ax é, para x constante 
e Ax variável, uma quantidade infinitamente pequena da mesma ordem 
que Ax quando Ax => 0. Em contrapartida, o produto «Ax é sempre 
uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em relação 
a Ax, visto que 


. aÃz À 
lim — = lim «= 0. 
Ax>0 Az Ax—>0 


Assim, o crescimento Ay da função y compõe-se de dois termos; 
o primeiro [para f (x) + 0] é chamado a parte principal do crescimento, 
é uma função linear de Ax. Chama-se diferencial o produto f (x) Ax 
e designa-se pela notação dy ou df (x). 

Assim, se a função y = f(x) admite uma derivada f(x) no 
ponto x, chama-se diferencial desta função e nota-se dy o produto da 
derivada f(x) neste ponto pelo crescimento da variável independente Ax: 


dy = f (x) Az. (2) 
Calculemos o diferencial da função y = x. Neste caso 
y =(1)=1, 


e, por conseguinte, dy = dx = Ax ou dx = Ax. Assim, o diferencial dx 
da variável independente x identifica-se com o seu crescimento Ax. 
A igualdade dx = Ax poderia ser tomada para definição do diferencial 
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da variável independente, e o exemplo precedente mostra claramente 
que esta definição não contradiz a definição geral do diferencial duma 
função. Para todos os casos a fórmula (2) pode ser posta sob a 
forma: 


dy = f (x) dz. 
Mas resulta desta relação que 


f (z) = 


Por conseguinte, a derivada f' (x) pode ser considerada como o 
quociente dos diferenciais da função e da variável independente. 

Voltemos à expressão (1) que segundo (2) pode ser transcrita 
como segue: 


Ay = dy + aAz. (3) 


Assim, o crescimento da função difere do diferencial desta função 
por uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em 
relação a Ax. Se f(x) +0, então, «Ax é também um infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação a dy e 

Ag im ——=1. 


Ay a e 
SER ques == 4 4 lim == 
Fe dy PA ha f (x) Az ax>o f (2) 


| Eis porque, se usa frequentemente em certos cálculos numéricos 
a igualdade aproximada 


Ay = dy, (4) 
ou sob a forma explícita 
f(x + Ax) — f (2) =f (2) Az, (5) 
o que simplifica os cálculos. 


Exemplo — 1. Encontrar o diferencial dy e o crescimento Ay da função 
y =x: 
1) para os valores arbitrários de x e de Ax; 
2) para x=20, Ax = 0,1. 
Resolução — 1) Ay = (z + Az)? — zr? = 2r Az + Ar, 
dy =(12)' Az =2z Az. 
2) Se z=20, Az=0,1, então, 
Ay =2-20.0,1+4(0,1)2=4,01, 
dy =2-20-0,1 = 4,00. 
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O erro cometido substituindo Ay por dy é igual a 0,01. Em numerosos 
casos pode-se avaliá-lo insignificante em relação a Ay = 4,01 e desprezá-lo. 

O problema apresentado é ilustrado pela figura 84. 

Para os cálculos numéricos utiliza-se igualmente a igualdade apro- 
ximada que resulta de (5). 

f(x + Az) = f(x) + f(x) Az. (6) 

Exemplo — 2. Seja f(x) = sen x, então f (x) = cos x. Neste caso a igualdade 

aproximada (6) torna-se: 
sen (x + Ax) = sen x + cos x âx. (7) 


Ar Calculemos o valor aproximado de sen E 


Az 
ZM = 


[e] T [e] 
Ponhamos *=% 4 Az=1 =" 


RJ JA E 
46º =45º + 1= +80 * 
Reportando-nos em (7) dida 


den ui 
sen 46 = sen ( Z +80) — = sen Z + cos —— z 150 


q 


T 


Fig. 84 sen go V2 Y o 
== 0,7071 + 0,7071 -0,017 = 0,7194. 
Exemplo — 3. Se se põe x= 0, Ax=a na fórmula (7), tem-se a igual- 


dade aproximada 
sen axa. 


Exemplo — 4. Se f(x)=tg(x), temos em virtude da fórmula (6) a 
igualdade aproximada: ` 
1 
t x medi 
g (2442) tg ^t, 
para x=0, Ax=a temos: 
iga=a. 
Exemplo — 5. Se f(x) =V z + resulta da n (6): 
VI+Ar= Vi + o 
z 
Pondo x= 1, Ax=a tem-se a igualdade aproximada: 


VI Faxit 5 a. 


O problema do cálculo do diferencial é equivalente ao da deri- 
vada, visto que multiplicando esta última pelo diferencial da variável 
independente, obtém-se o diferencial da função. Eis porque a maioria 
dos teoremas relativos à derivada são válidos para o diferencial. Por 
exemplo: 

O diferencial da soma de duas funções diferenciais u e v é igual- 
mente à soma dos diferenciais dessas funções: 


d (u + v) = du + dv. 
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O diferencial do produto de duas funções diferenciais u e v é 
dado pela fórmula: 


d (uv) = u dv + vdu. 


Demonstremos, por. exemplo, a última fórmula. Se y = uv, então, 
dy = y dz = (uv + vu”) dx = uv dx + vu dz, 
mas 
v dx = dv, u'dx = du, 
donde, l 
dy =u dv + vdu. 
Duma maneira análoga se poderia demonstrar igualmente outras 
fórmulas, por exemplo, a do diferencial do quociente de duas funções: 


u a —u dy 
sé VE SA então, g= Z u du 
V y? 
Eis alguns exemplos do cálculo do diferencial. 
1 
Exemplo— 6. y=tg2x,  dy=2tgz TEFA dz. 
1 1 


l A e E 
á 2ViFLogz 7 


Exemplo —7. y= V1} Logr, d 


Determinemos o diferencial duma função composta. Seja: 
y=f(u) u=q(r) ou y=f[q(7)]. 


Em virtude da regra de derivação das funções compostas 


d ; , 
T= fa U) 9 (2). 
, x 
Por conseguinte, 
dy = fu (u) q (x) dz. 
Mas p” (x) de = du, donde 
dy = f (u) du. 


Assim, o diferencial duma função composta exprime-se da mesma 
maneira como se a variável intermediária u fosse uma variável inde- 
pendente. Por outras palavras, o diferencial duma função f(x) não 
depende do facto de x ser uma variável independente ou uma função 
duma outra variável. Esta importante propriedade do diferencial que 
consiste na invariabilidade do diferencial será na sequência largamente 
utilizada. 
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Exemplo — 8. Seja a função y = sen Vz . Calcular dy. 
Resolução — Coloquemos esta função sob a forma duma função composta: 


y=SMu, u= Vz, 
encontramos: 


dy = cosu o dx; 
2 Vz 


1 
mais >= dx = du, donde se pode escrever 
2 z 
dy=cos u du € dy=-cos (Vz) d (Vz). 


$ 21. Interpretação geométrica do diferencial 


Consideremos a função 
y=f(x) 


e a curva correspondente (fig. 85). 

Tomemos sobre a curva y = f(x) um ponto arbitrário M (x, y) 
e tracemos a tangente à curva neste ponto. Designemos por a o 
ângulo (*) que esta tangente forma com o eixo dos x positivos, Demos 


à variável independente x um crescimento Ax; então, a função sofre 
um crescimento Ay = NM,. Aos valores x + Ax, y + Ay corresponde 
sobre a curva y = f(x) o ponto M, (x + Ax, y + Ay). 
Deduz-se do triângulo MNT que 
NT = MN tga; 
visto que 
tga =f (x), MN = Az, 


(*) Supondo que a função f(x) tem uma derivada finita no ponto x, 
tem-se aÉ 5 E 
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entáo, NT =f (2) Az 


mas em virtude da definição do diferencial f (x) Ax = dy. Assim, 
NT = dy. 


Esta última igualdade exprime que o diferencial da função f(x) 
correspondente aos valores x e Ax é igual ao crescimento da ordenada 
da tangente à curva y = f(x) no ponto x dado. 

Resulta directamente da figura 85 que 


M,T = Ay — dy. 
Segundo o que foi demonstrado anteriormente, temos: 


MY >0 quando Az>O. 


Náo é preciso pensar que o crescimento Ay é sempre maior 
que dy. Assim, sobre a figura 86, 


Ay=M,N,  dy=NT, mas Ay<dy. 


$ 22. Derivadas de diferentes ordens 


Seja y = f(x) uma função derivável sobre o segmento [a, b]. 
Os valores da derivada f' (x) dependem geralmente de x, por outras 
palavras a derivada f' (x) é também uma função de x. Derivando esta 
função, obtemos a derivada segunda da função f(x). 

- A derivada da derivada primeira chama-se derivada de segunda 
ordem (derivada segunda) ou derivada de ordem dois da função inicial; 
designa-se pelo símbolo y” ou f” (x). 


Assim, se y = x*, então, 
y = 5x; y = (5x*yY = 202º. 


A derivada da derivada segunda chama-se derivada de terceira 
ordem (derivada terceira) ou derivada de ordem três; designa-se pelo 
símbolo y” ou f” (x). 

Generalizando, chama-se derivada de ordem n da função f(x) à 
derivada (de primeira ordem) da derivada de ordem n — 1; designa-se 
pelo símbolo y™® ou $ (x): 


y™ = En (y (n— Dy — po (2). 
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(A ordem da derivada é posta entre paréntesis para evitar qual- 

quer confusão possível com o expoente ao qual esta função é elevada.) 

Designa-se igualmente as derivadas de ordem quatro, cinco, etc., 

com ajuda dos algarismos romanos: yIV, yY, yYI, ... Neste caso, é 

desnecessário empregar o pS Por exemplo, se y = x*, então, 

y = br, y = 207, y = 607º, ylV = y® = 1207, yY = y® = 
= 120, y® — up 21 =D. 


Exemplo — 1. Seja dada a função y = ekx (k= const.). Encontrar a 
expressão geral da derivada de ordem n. 


Resolução —  y'=kehZ, y"—k2ekX, ... ymD—kNehz, 
Exemplo—2. y =senx. Encontrar y” 
“Resolução. 
y’ == COS T = sen (+3). 
y” =: — sen z =en (= +25). 
pe 


). 


y” == — COS z =en (2+3 


2 
yIV--sen z= sen (2+45) » 


y™® = -sen (= z--n 5) ; 


Obtém-se duma maneira análoga as fórmulas que dão a derivada 
de ordem n de certas funções elementares. O leitor calculará fàcilmente a 
derivada de ordem n das funções y = xt, y = cos x, y = Log x. 

As regras indicadas nos teoremas 2 e 3 do $ 7 podem ser fàcil- 
mente alargadas ao caso geral das derivadas de ordem n. 

Em particular, encontramos as fórmulas: 


y” n (n) 


Vamos estabelecer a fórmula (dita fórmula de Leibniz) que per- 
mite calcular a derivada n do produto de duas funções u(x) v(x). 
Para obter esta fórmula calculamos sucessivamente as derivadas pri- 
meiras a fim de estabelecer a lei geral que dá a derivada duma ordem 
qualquer n: 
y = UND, 


y = UV + uv, 
y =u "v+uv uv + uv" =u" vh 2u v + uv”, 
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y" = uv + uv + Hu Y + 2u v” + uv” Ro uv = 


pas uv + Ju “uv + 3u'v” uv 


vero e, e e rrr IV 
y!Y =u} v + 4u v + 6u v” + 4uv puv . 


Vemos que a lei de formação das derivadas é válida para as 
derivadas de qualquer ordem e se enuncia assim: é necessário desen- 
volver a expressão (u + v)? pela fórmula do binómio de Newton 
e substituir no desenvolvimento os expoentes de u e de v pelas ordens 
correspondentes das derivadas; além disso, os expoentes zero (uº = 
= y? = 1) que entram na composição dos termos extremos do desen- 
volvimento devem ser respectivamente substituídos pelas funções u 
ou v (isto é, pelas «derivadas de ordem zero»): 


ya — (uv) = yy je nu" Dj + 


a n(n — 1) y”? i E uv” 
1.2 
É precisamente a fórmula conhecida sob o nome de fórmula de 
Leibniz. 
A demonstração rigorosa desta fórmula é baseada no método de 
indução (isto é, supondo que a fórmula é verdadeira para a ordem n, 
demonstra-se que ela o é ainda para a ordem n + 1). 


Exemplo — 3. y = eatx?, Calcular a derivada yn) 


Resolução. 
u == elr, v = q2 , 
u'=ae0%*, v' = 2z, 
u” =a2e0x v” =2, 


u? —=gfe0X, v" =v "=...= 


(n—1) 


n 
y” — ael r?2 + nan-1e0%.27+ ME ar-2g0x, 2, 


vm =e0% [qNx2 + 2na-12 + n (n— 1) a”-?]. 


$ 23. Diferenciais de diferentes ordens 


Seja y = f(x) uma função da variável independente x. O diferen- 
cial desta função 
dy == f (x) dx 


é uma função de x, mas só o factor f(x) depende de x; o segundo 
factor dx é o crescimento da variável independente x e não depende 
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do valor de x. Visto que dy é função de x, estamos no direito de 
considerar o diferencial desta função. 

Chama-se diferencial segundo ou diferencial de ordem dois duma 
função o diferencial do diferencial desta função, com a notação d*y: 


d (dy) = dy. 


Determinemos a expressão do diferencial segundo. Em virtude 
da definição de diferencial temos: 


dy = [f (x) dz) dz. 


Visto que dx não depende de x, podemos retirar dx de debaixo 
do sinal da derivação e temos: 


dy = f” (x) (day. 


É costume omitir os parêntesis quando se anota o grau do 
diferencial Assim, escreve-se dx? em vez de (dx)? tendo em vista o 
quadrado de dx; em vez de (dx)? escreve-se dx’, etc. 

Do mesmo modo, chama-se diferencial terceiro ou diferencial de 
ordem trés o diferencial do diferencial segundo: 


Py = d (dy) =[$" (2) da] dx =f"" (x) de. 


Generalizando, chama-se diferencial n ou diferencial de ordem n 
o diferencial primeiro do diferencial de ordem (n — 1): 


d” y = d (dry) == pa (x) dar tY dx, 
dy = [P (a) da”. (1) 


Os diferenciais de diferentes ordens permitem exprimir as deri- 
vadas de qualquer ordem sob a forma do quociente dos diferenciais 
das ordens correspondentes: 


; . r, _ dy n) d'y (2) 
ra=% rsr ee O= qa: 


É necessário anotar, todavia, que as fórmulas (1) e (2) (para 
n > 1) só são válidas no caso em que x é uma variável independente (*). 


(*) Contudo, escrevemos também a igualdade (2) no caso de x não ser 

uma variável independente; mas neste caso devemos considerar as expressões A 
T 

FE lt como uma forma simbólica de notação das derivadas correspondentes. 
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f 24. Derivadas de diferentes ordens das funcóes implícitas e 
das funcóes dadas sob a forma paramétrica 


1. Mostremos com um exemplo concreto como se deve calcular 
às derivadas das diferentes ordens das funções implícitas. 
Suponhamos que a função implícita y de x é dada pela igualdade: 


y? y? j 
A (1) 


Derivemos em relação a x os dois membros desta igualdade, con- 
siderando y como função de x: 


donde encontramos: 


(2) 


Derivemos de novo esta última igualdade em relação a x (tendo 
em vista que y é funcáo de x): 


Substituamos aqui a derivada dy pela sua expressáo tirada da 


igualdade (2); temos da 
d*y b? Ra + 7 
a ER 
ou, depois da simplificação: 
dy o b? (ay? + bea?) 
da” ay? ° 


Resulta da equação (1) que 
ay? + ba? = ab”, 
e a derivada segunda pode-se pór sob a forma: 
Ey 0 


dr? az ay Ê 
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Derivando esta última expressão em relação a x encontramos 


Y, etc. 


2. Calculemos agora as derivadas de ordem superior duma função 
dada sob forma paramétrica. 

Suponhamos que a função y de x é dada pelas equações para- 
métricas seguintes: 


x£= (1), | 
‘y =} (1), O di 


em que a função x = y (t) admite sobre o segmento [to, T] uma função 
inversa t = & (x). p 
No parágrafo 18 demonstramos que, neste caso, a derivada z é 


dada pela fórmula: 


dy 
dy _ de di 
dz dr 

di 


d*y 
Para calcular a derivada de ordem dois, de? 2, derivemos (4) em 


relação a x tendo em vista que t é uma função de x: 


dy dy 
dy df d | afa |a 5) 
dz? del dz dt dx dr ` 
dt dt 
mas: 
dy dr d (2) dy d (E) dx d'y dy dx 
¡PEE TRIAS Y 
del dx | E E | 
de dt de 
dt 41 
de dx 
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Substituindo estas últimas expressóes na fórmula (5) temos: 


Py dt dt dt dt? 
a? (Ey 
dt 


Pode-se dar a esta última fórmula uma forma mais compacta: 


dy (DD mk (Dom) 


"dí TAO) i 
Duma maneira análoga pode-se encontrar as derivadas 
3 
dy , dy , etc 
dz? da 


Exemplo — Seja a função y de x expressa pelas equações paramétricas 
seguintes: 
xz = acost, y= b8€n it. 
dy d2y 
Calcular as derivadas dz’ dr2' 


Resolução. 
a = — a sént:; E == t; 
de ga ost, 
dy . Py 
q =P cost; qa =P; 
dy b cos t b 
dz —asent = ds 
dy  (—asent)(—bsent)—(bcost)(—acost) |. b 1 
de? — (a sen 133 =— mir: 


$ 25. Interpretacáo mecánica da derivada segunda 


A distáncia s, percorrida por um móvel animado dum movimento 
de translação, exprime-se em função do tempo t pela fórmula: 


s= f(t). (1) 


Como vimos já (ver $ 1, cap. III), a velocidade v dum móvel 
num dado instante é igual à derivada em relação ao tempo da distância 
percorrida: 

ds 


v = —, 
dt 


(2) 
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Suponhamos que no instante t a velocidade do móvel é igual 
a v. Se o movimento não é uniforme durante o intervalo de tempo At, 
contado a partir do instante t, a velocidade variará e sofrerá um cres- 
cimento de Av. 

Chama-se aceleração média, no intervalo de tempo At, o quociente 
do crescimento da velocidade Av pelo crescimento do tempo At: 


Av 
At ` 
Chama-se aceleração instantânea o limite do quociente de cres- 


cimento da velocidade pelo crescimento do tempo, quando este último 
tende para zero: 


Amoy = 


a= lim ——, 
at>o At 


por outras palavras, a aceleração (instantánea) é igual à derivada da 
velocidade em relação ao tempo: 


mas visto que v = 


d ds ) d’s 
a = — | — | = = 
dt \ dt dt” 
isto é, que a aceleração do movimento rectilíneo é igual à derivada 
segunda da distância em relação ao tempo. Encontramos a igualdade (1): 


a = fr (8). 


Exemplo — Determinar a velocidade v e a aceleração a dum corpo em 
queda livre, se o caminho percorrido s se exprimir em função do tempo + 
pela fórmula: 


1 
s=5 88 4- vot + so, (3) 
em que g= 9,8 m/s? é a aceleração da atracção terrestre e s= $:=0 O valor 
de s no instante t = 0. 


Resolução — Derivando (3) encontramos: 


PE E EN 
ap Eo (4) 


resulta desta fórmula que v, = (v);—o. 
Derivando de novo encontramos: 
dv _ dis 


a == — == 


da dt 8 
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Inversamente, notemos que se a aceleração dum movimento é constante 
e igual a g, então a velocidade é dada pela fórmula (4), o caminho percorrido 
pela fórmula (3) com a condição de (v);¿=o = Vo et (s)t=0 = So- 


$ 26. Equações da tangente e da normal 
Comprimentos da sub-tangente e da sub-normal 


Consideremos a curva da equação 
y =f (2). 


Escolhamos sobre esta curva um ponto M (xı, yı) (fig. 87) e 
escrevamos a equação da tangente a esta curva no ponto M, supondo 
que esta tangente não é paralela ao eixo das ordenadas. 


A equação da recta que passa 
pelo ponto M e de coeficiente angular 
k é da forma: 


y — Yy = k(x — 21). 
Para a tangente (ver § 3), 
k =f (21), 
portanto, a equação da tangente é: 
y — Yy = f (x,) (1 — x,). 
Muitas vezes é-se levado a con- 


siderar, além da tangente, a normal Fig. 87 
à curva num ponto dado. 


Definição — Chama-se normal duma curva num dado ponto a 
recta que passa por este ponto e perpendicular à tangente neste ponto. 

Resulta imediatamente desta definição que o coeficiente angular k, 
da normal está ligado ao coeficiente angular k; da tangente pela 
relação: 


isto é, 


RES f (x,) l 


Por conseguinte, a equação da normal à curva y = f (x) no ponto 
M (xı, yı) é da forma: 


y — Yy = — (£ — 24). 


1 
F (z1) 
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Exemplo — 1. Escrever a equação da tangente e da normal à curva y = x° 
ao ponto M (1, 1). 


Resolução — Como y’ = 3x?, o coeficiente angular da tangente é igual 
a (y)==: =3, | 
Por conseguinte, a equação da tangente é: 


y —1 =3(z— 1) ou y =3x—2. 
A equação da normal é: 


ou 1 4 
(ver fig. 88). 


O comprimento T do segmento OM (fig. 87) da tangente com- 
preendida entre o ponto de tangéncia e o eixo Ox chama-se comprimento 
da tangente. 


Fig. 88 


A projecção do segmento QM sobre o eixo Ox, isto é, o 
segmento QP, chama-se a sub-tangente. Designa-se por Sr o compri- 
mento da sub-tangente. O comprimento N do segmento MR chama-se 
o comprimento da normal e a projecção RP deste segmento sobre o 
eixo Ox a sub-normal. Designa-se o comprimento da sub-normal por S y. 

Encontremos as expressões de T, S.,, N, Sy para uma curva 
y = f(x) num dado ponto M (xı, Yı). 

Resulta da figura 87 que: 


) 


=| 
VA 


0P=1wotgal=| Le 
tga 
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donde: 


—— A 
T= A 
Yi yı 
Desta mesma figura vem: 


donde: PR=|yutgal=|yyil, 


Sy = | yyyi |, 


N =V} + myy =| yu Vi + yrl. 


Estas fórmulas foram estabelecidas supondo y, œ 0, »”, > 0; no 
entanto, elas são também válidas na generalidade. 


Exemplo — 2. Encontrar a equação da tangente e da normal, o com- 


primento da tangente e da sub-tangente, o comprimento da normal e da sub- 
-enormal da elipse: 


z=acost, y=bsént (1) 


no ponto M (x, y,) para o qual t = Z (fig. 89). 


Resolução — Resulta da equação (1) que, 


dz A . dy e E dy _ LA . (2) a 
a UEM A AAA Wales E 
Calculemos as cordenadas do ponto de tangência M: 
a b 
Z,=(7) ==» Y=( = — . 


ou 
bx+ ay —ab Y2 =0. 
A equação da normal é: 
b a a 
tl) 
v2 da 
ou 


(az— by) V2—a2+452=0. 
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Os comprimentos da ias e da sub-normal são respectivamente. 


Se VE ads 
Y 
b b2 
KY — | —— nis = ——— e 
E E sá a V2 
Os comprimentos da tangente e da normal são: 
b 
b y2 
= Ee di 24 b2; 
T (==) + vz Var 


E (aa VE 


$ 27. Interpretação geométrica da derivada do raio vector 
em relação ao ângulo polar 


x p =f (0) (1) 


a equação duma curva em coordenadas polares. Tem-se entre as 
coordenadas cartesianas as relações: 


x = p cos9, y = p sen 9. 


Substituindo nestas últimas fórmulas p 
pela expressão em função de O tirada da 
equação (1) temos: 


= f (0) cos0, 
y = f (0) sen 0. j (e) 


As equações (2) são as equações paramé- 
Fig. 90 tricas da curva considerada; o parâmetro é 
aqui o ângulo polar O (fig. 90). 
Designemos por y o ângulo formado pela tangente à curva no 
ponto M (p. 0) e o sentido positivo do eixo dos x; temos: 


dy 
t dy do 
dx dx 
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ou 
dO seng + pcos6 
gg= (3) 
SP cos9 — p sen 0 
do 


Designemos por p o ángulo formado pelo raio e a tangente. 
É evidente que p = pọ — 0, 


te p — tg0 
tg u = gq LEU e 
1 +-tgotgo 
Substituamos nesta última fórmula tgy pela expressão (3) e a 
seguir à transformação temos: 


LA 


d 


(p'sen O + p cos6) cos0 — (p"cosO — p sen 0) sen ð | 
(p cos — p sen 0) cos0 -+ (p'sen O + pcos0) senð p 


tgu = 


ou 
po =P ctg p. (4) 

Assim, a derivada do raio vector em relação ao ângulo polar 

é igual ao comprimento do raio vector multiplicado pela cotangente 


do ângulo formado pelo raio vector e a tangente à curva nd ponto 
considerado. 


Exemplo — Mostrar que a tangente à espiral logarítmica 
p=e00 
corta o raio vector sob um ángulo constante. 
Resolução — Resulta da equação da espiral: 
p'"=ae*?, 


Em virtude da fórmula (4) temos: 


ctg = y =a, isto, é u=arcctga=const. 


Exercícios 
Encontrar a derivada das funções servindo-se da definição de derivada: 
1 4 
1. y=23. Resp. 322. . y == , Resp. ——, 
y =x*. Resp. dz 2. y E esp -3 
3. y= Vz. Resp. > : 4 y= E . Resp. — =. 
2Vz yz 2z Vz 


.5. y =sen ? z, Resp. 2 sen z cos z. 6. y=212— z. Resp. 4x—1. 
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Encontrar as tangentes dos ángulos formados pelas tangentes ds curvas 
e ao eixo dos x positivos: 
7. y=x3 a) Para x=1. Resp. 3. b) Para x= — 1. Resp. 3; construir o 


Bye a) Para =. Resp. — 4 b) Para x= 1. Resp. — 1; fazer o 
desenho. 


l 
y= zx para x=2. Resp. 2V7* 
Calcular as derivadas das funções seguintes: 


10. y=z4+3r2—6. Resp. y'=473 14-67. 11. y=673— z2. Resp. y' =1812—2r. 


o A A 
13. p= HA Resp. y'— deite 

14. y=2az3— 7 4 c Resp. y 6022. 

15. y=6x 2441/24 27, Resp. y’ =212*/24 104% 24 2, 


16. y=V3%2+Y/24+2. Resp. + E e 


17. EL. Resp. peter! (e1) 


3 975/2 
, 1 m 2 2n2 
o a a rH kabe ne o 
19. y= TE E Resp. y' paes e rd 1 
3 yr Vz 
ar? b Y z 5 3 = 1 
20. y =-= + —>——— . Resp. y' = az E Baa 8 
= Ve: Vez RE do 2 +5 


21. y =(174- 4x3) (14232). Resp. y' =4z (1+3zr -+ 1023). 
22. y=x (22—1) (31 +2). Resp. y' =2 (912 + z— 1). 
23. y =(2r — 1) (12—6x1-+ 3). Resp. y' —612— 261 +12. 


24 A _Resp. ar 

25. j p. V=- 

26. f) = E Rep pq), 

27. f(s) =E% Resp. f' 9) ASA 
s a 
n EENE chao de E ia a A 


zh —a’” (zm — qm 


31. y =(1234 a3)5, Resp. y= 102 (12 + a2)4. 
.Y= 2 2, Resp. [AE EE . 
32. y = Y 1274 a2. Resp. y Vara 
Ea — 3z 
33. y=(a+ z) Va—z. Resp. Es. 
(a+) Y AE 
i+z 4 
34. y= —— . Resp. y'=——— . 
II AY 
- MER 2 
35 PE ci l . Resp. jem . 
z V1+22 z2 (1 +22)2 
——— — 2+1 
36. y = ++. Resp. Y” = — . 
id 3V (124241) 
Es 2 
37. y=(1+ Y 2). Resp. v=(1+>32) ; 
z 
38. y=) + VU 24 Yz. Resp. A, ETE, 
2) z+V z+ Yz 
1 1 
X 1+— — (1+ = )| . 
| 2V z+ yz 2 Vz 
39. y =sen2 z. Resp. y' — sen2z. 
40. y=2 senz-;-cos3z.Resp. y'=2cosz—3 sen 3z. 
$ a 
41. y=tg (az+ b). Resp. y =o artO 
sen z 1 
. — = _R e PAS ê 
Aa i+cos x Ee i+-cosz 
43. y=Sen2z-cos3z. Resp. y’ —2 cos 2z cos 3z —3 sen 2z sen 3z. 
44. y=ctg? 57. Resp. y’ = — 10 ctg 5z cosec? 5z. 
45. y=tsent-|-cost. Resp. y' =1 cos t. 
46. y = sen? t cost. Resp. y’ =sen2 t (3 cos? t—sen2 ż). 
a sen 2x 
41. y=a cos 2z. Resp. Pi papa $ 
v á Y cos 2z 
= 3 P o 2% cos E 
48. r=-a sen 3 . Resp. ro = sen 3 008º . 
tg 5 + ctg y 2z cos 2 +5en2 z (tg 5+ ctg 5) 
49. E e Resp. YA r AR 
2 
50. y=a (1—cosz 5) . Resp. y" =2a sen3 5 cos y : 
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. y=(272 —3)2. Resp. y' =8z (212 —3). 
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o => tg? z. Resp. y'=tg zsec? z. 52. y= Log cos z. Resp. y'= —tg z. 


53. y=Log tg x. Resp. = 2a 34. y=Logsen2 z. Resp. y'=2ctg z. 
t 
55. y = s 1 . Resp. y’ =SenzW+—cos a. 
“1 Psenz , 
56. y=Log / Isenz ` ROSP- y = cos x ` 
é z i 
57. y=Logtg (F+ 5) . Resp. ra ; 


62. r 


- f(x) =tg (Log 7). Resp. f’ (1) = 
61. 


- y= Log (az +b). Resp. y'= 


e. Y= Log 


. Y= Log 7 


- y= Log (124 z). Resp. y' = 


- y= Log (13—21 + 5). Resp. y'= 


- y = Log (Log z). Resp. y' = 


- y= (z+ a) cos (z+ a). Resp. y’ =C08 2 (xz + a). 
. f(x) =8Sen (Log z). Resp. f (1)= COS og z) : 


sec? (Log x) 
E 
f (x) = sen(cos x). Resp. f' (1) = — SEN z cos (cos z). 


dr 
> tg 9+0. Resp. o o = tg* o. 
f (x)= (z ctg x)2. Resp. f’ (1) =2x ctg z (ctg z— x cosec? z). 
2 
ar+b"' 


2z 
== 2 7 2 3 
y = loga (12+ 1). Resp. y EEST 


T y 
= Resp. y = 
2r— COS 1 
y = logs (z2 —sen z). Resp. y' z2 senz) Log 3 ` 


e 4x 
. Resp. y' Ai 


2+1 
tx” 

312— 2 
325" 


3 Log? z 
y=x Log z. Resp. y'=Log +1. 72. y=Log3 z. Resp. y == ; 


1 


. y=Log (z+ V 1+23). Resp. La . 


qa? 


Mo a 
zLogz ` 


. f (1) =Log y ez . Resp. f' ()=i» 


76. 


17. 


78. 


79. 


80. 


81. 


83. 
85. 
86. 


87. 


89. 
90. 


91. 


93. 


9%. 
95. 


96. 
97. 


98. 
99. 


101. 
102. 
103. 
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Vitit—a 9 
=L NN PR R e , — — 
OA yai eI OS Y 


y = Log Va. E . Resp. p— Vara E 


: "COS T 


4 z ; 4 
= REPETE +35 Log tg > Resp. y =. 
sen z 1 4sen? 7 
Y= cos? z +, Resp. y = “2cos3zx ` 


=> tg? r+ Log cos z. Resp. y'=tg3x. 82. y=e"*. Resp. y =ae*%, 


y =e1x+5, Resp. y' =4e1*+5, 84. y=”. Resp. 21a* Log a. 
y=7+2%, Resp. y =2 (241) 7%+" Log 7. 
y =c??? Resp. y'= —22c%-%Lo0gc. 
y:=ae as Resp. y' = : — pve 88. r=a?, Resp. r' =a? Log a. 
2 z 
Log 9 
ralo, Resp. la Ea Ee ; 
y =ef P Resp. y' =e* (1 —2r — 22). 
y= S . Resp. y' = C a . 92. y=Lo8 E . Resp. “== ; 
xX x x Xx 
=> e 2). Resp. y => (+ E 
y— “Nx Resp. y'= e°" cos z. 
y=at8"% Resp. y'=na'8 "* sec? nz Log a. 
y =e""B*genz. Resp. y” =e08% (cos z—sen? z). 
y =e* Log Senz. Resp. y’ =e* (ctg x + Log Sen z). 
y = zren, Resp. y” — an-10x (n z cos 2). 
1 1 
y=2*. Resp. y'=2* (Log2+1). 100. y=2". Resp. y'= * (==) 


y=1L0E*. Resp. y'= AL X-1 Log 22, 


y= e Resp. y'= Pi (1+Log 7) z*. 


y= (35 . Resp.y'=n (37 (1+Log =) : 
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104. y=x%Dx% Resp. ¿“Nx (2 + Log z cos z ) 
105. y = (senz)*. Resp. (senz)* (Log sen z + z ctg z). 
106. Br * Resp. y’ = (S0 x)*E * (1 + sec? z Log sen z). 
1— 2e% 1 
107. y=tg ——z ex zæ * Resp. y'= ARA A 
1+ ex 
——= - COS sayiz 
108. y =sen Y 1 —2*. Resp. y' = — 2% Log 2. 
v p aa é e 
109. y 


110. 


111. y= 


= xtgx _anxtgx 
=40 Resp. y’ ==10' MA EN 


Calcular a derivada das = depois de as ter logaritmizado: 
x (z241) = 3 z(12+1) / 1 2x 2 
=y EHA = Rep. =3 Y qm (taa A): 
AVE e y MENA 
y (z—3)2 Y (-—3)? 


dr na) 


ERR Ci e A 2641) (6224 1475) 
112. y == Er RI Resp. y’ = EPIA 3 
57 (7—14)2 o 2 a 
113 Ras A . Resp. y == O . 
y (a--2)3 Y (x—3)? 60 Y (203 Y (¿—2)7 Y (2—3)10 
2 291 
114. y— 70t) pR p. j 
Vi—z = 
(1 — 22) 
115. y=x5 (a+ 32)3 (a —22)2. Resp. y'=5x1 (a -!- 32)? (a— 21) (a2 + 2ax— 1272). 
z fe 1 
116. y =arc$en —. Resp. y Va 
2arcsen zx 
117 = (arc Sen x)?2. Resp. y’ = ——=_— 
y=( ) p. y Via 
118. y=arc tg (12+ 1). Resp A 2 
dl de 
2x 
119. y =arc tg ->—— “RES . Resp. y'= a : 
120. y=arc cos (22). Resp. pa : 
Vi— zi 
arc cos z ; — (r+ Y 1—22 arc cos z) 


121. y = 


Resp. y’ = 
E xl Vi— qe 
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122. y=arc sen a . Resp. y' = ] . 
y2 Vi—az—s? 
123. y=x Y a2— 1242 arc sen — . Resp. y =2 Y a2— 22. 
T a—í 
124. y= Y a2?— z2? 4-a arc sen — . Resp. r=y E ; 
a o hap San 
125. u=arc tg a esp E 
aE po 7+1 
126. y= A arctg == Resp. y' = Pr E 
127. y=-r arc sen z. Resp. y' =arc senz+- AE = 
— 1 
1 
128. T arc cos (Log z). R f(g)=>——w>D>————. 
f (z)=arc cos (Log z). Resp. 1" ()=—— == 
cos x 
129. f(x)=arcsen Y sen z. Resp. f’ (1) = —==——— . 
2 Y sen r— æn? z 
/ 4 —cos z so 
130. y =arc tg y deco ES UU: Resp. y’: 
arc tg x pP TOTEN 
131. y=e é Resp. y Ara 
132 ai r 
. y =arc tg —s — - Resp. y Sape : 
3 Log x 
133. y-—z2T08eAx Resp. y’ — gire sen (HE >) 
y p. y = AE Via 
= cosz  f +no 1.º e 4º quadrante. 
Dá dp Ca o a jcosz| | —no 2º e 3º quadrante. 
E 4 sen r 
135. y=arc tg gi peosr RP Y = TS 
| a z—a , 243 
136. y =arc tg = Log VE. Resp. y'= TE 
1 
1- T k 4 q 
137. y= an —>+ a: ' =r. 
37. y= Log ( 3- =) z Arc tg É Resp. y ia 
312— 1 me , 544 
138. y=— 97 + Log Vi+rii+arctgz Resp. y qa! 
1 x-+41 1 217 — 
139. y== Lo — t . Resp. y == - 
eat CIN E 
441 Y2+22 e av 
140. y= SCENETE , 
y = Log 1a Vit +2arctg q . Resp. y A 
n 
141. y=arc cos an . Resp. a 


E si z (22844) * 
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Derivação das funções implicitas: 
dy 


Calcular Jr’ se: 
dy 2p dy z 
e 2= . Ms AER . 2 2= 2, e =m NS 
PA y2=4px. Resp de j 143. 124 y2=a2, Resp a 3 
dy b2x 
. b2724 a2y2— a2b? e A . 
144. b2x2 4 a2y2— a2b2, Resp de dy 
dy 2a 
5. 3— = U. Mc , 
145. y3— 3y + 2az =Q. Resp de 305 
14 4 4 Es 
2 2 2 3 
TA Vo y 
147. x"+y'"=a". Resp. a zs 
dy _ y 
AA 
148. y2—2ry+b2=0. Resp. a 
149. 234+y3—3azy=0. Resp. Y YT 
dx y—ar' 
SN dy __ sen(r+4y) 
150. y=cos (1+ y). Resp. a ia) 
dy 1 + y SOn (zy) 
151. = = —— C, 
1. cos (zy) =z. Resp. FA z SBD (zy) 
Achar sl para as funções dadas sob a forma paramétrica: 
= C dy _ b 
152. z=acost, y=bsent. Resp. —— = — A ctg £. 
t 
153. z=a(t—sént); y=a (1— cost). Resp. Lago. 
154. z=acos3t; y— bsen*t. Resp. E--tgr. 
no. 3al (3a? dy 2t 
ac ri a e 


156. u=2 Log ctg s, v=tg s+ctgs. Mostrar que = =tg 2s. 


Achar as tangentes dos ângulos da inclinação das tangentes às curvas: 


157. z=cost. y=sent no ponto ==>, y= ya . Fazer o desenho 
1 
Resp. V3 . 
158. z=2cost, y=Sent no ponto z=1, pese, Fazer o desenho 


1 
Resp. > V3 . 


160. 
161. 
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. z—a (t—sen t), y=a (1— cos t) para t=>. , Fazer o desenho. Resp 1. 


2 
xz—a cos? t, y=asen3t para =. Fazer o desenho. Resp — 1. 
Um corpo lançado no vácuo sob um ângulo a com o horizonte descreve 
sob o efeito da gravidade uma trajectória (parábola) cujas equações 


2 
paramétricas são: 7 (vo cos &)t, y= (vo sen q) t— E (g = 9,8 m/s?). Para 


a = 60º, v, = 50 m/s, determinar a direcção do movimento nos instantes: 


1) £ = 2s; 2) t = 7s. Fazer o desenho. 
Rép. 1) tg pı = 0,948, q, = 43°30 


2) tg qo = — 1,012, Pz = + 1347" 


Calcular os diferenciais das funções seguintes: 


162. y =(a2— x2)5. Resp. dy = —10z (a2 — 22)1 dz. 
——= dz 
163. y = 1+ z. Resp. dy A . 
r Vi+2 
164. y=>3 tg3 1 tg z. Resp. dy =sect z dz. 
E ,  TLogz __ Logzdz 
165 === + Log (1—2x). Resp. dy= Gai s 


Calcular os acréscimos e os diferenciais das funções: 


166. y = 2z? — x para: z = 1, Az = 0,01. Rép. Ay = 0,0302, dy = 0,03. 
167. Seja y=x3+2x. Calcular Ay e dy para x=-— 1, Ax= 0,002. 
Resp. Ay = 0,098808, dy = 0,1. 
JU TU 
168. Seja y = sen x. Calcular dy para x =3. Ax = 18 Resp. dy === 0,00873. 
169. Conhecendo sen 60° = EE = 0,866025; cos 60º = 2º calcular o valor 
aproximado de sen 60º 3” e sen 60º 18”. Comparar os resultados obtidos 
com os dados das tábuas. Resp. sen 60º 3' = 0,866461; sen 60º 18' = 
= 0,868643. 
170. Achar o valor aproximado de tg 45º 30”. Resp. .1,00262. 
171. Conhecendo log,, 200= 2,30103, calcular o valor aproximado de log,, 200,2. 
Resp. 2,30146. 
Derivadas de diferentes ordens. 
172, y = 344 — 27º + 52 — 1. Calcular y”. Resp. 18x — 4. 


. y=y 23, Calcular y”. Resp. go 


12 


d 


. Yy=2%. Calcular y*6. Resp. 6 o 


; ¡== . Calcular y”. Resp. La Uan AE 


qn+2 s 


. y= Y a2—a2, Calcular y”. Resp. — 


. y=2 Vz. Calcular y(W. Resp. — 


Ue > Calcular pi (z). Resp. 


. y=z"1Log zx. Calcular y”. Resp. 


y2=4ax. Calcular Lal Resp. — 
` j dz? * 
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8Yz7 


. y =ax?+bx+<. Calcular y”. Resp. 0. 
. f(2)=Log(z+1). Calcular f!V (x). Resp. 
. y=tg z. Calcular y”. Resp. 6 sect z —4 sec? 


. y= Log senz. Calcular y”. Resp. 2 ctg z cosec? z. 
E f (z) = V sec 2z. Calcular f” (2). Resp. f” (1) =3 [f (2)]5 —f (z). 


= q d3p 
. p=(924-a2) arctg--. Calcular das Resp 


X x 
a 


o a, a dy ` 
; y=-3 (e +e ). Calcular Je * Resp. + . 


d 


. y=a*, Calcular y”. Resp. (Log a)” a”. 
- y=Log (1+x). Calcular y”. Resp. (—1)”-1 


4a2 
y3 ` 


2 3 
dèy 


dx? ` 


| 2 
. 124 y2=r2, Calcular —— . Resp. =>": 


3 
. yY2—2xy=0. Calcular ay . Resp. 0, 
dx3 - 


a? 


T. 


4! 
(1—z) ` 


4a3 


(a2— 22) Yala? ` 


6 
~ (1+1) 


(a2 q2)? * 


y 
a? 


. y=cosaz. Calcular y(™. Resp. a” cos (a2+n 3) : 


2 


n! 


+ q)n+1 


. Se y=e* sen z, demonstrar que y” —2y' +2y=0. 


Resp. — 


(n—1 
(1+2) ` 


)! 

o p=. Calcular y”. Resp. 2(— 1)” -————— - 
i+z j (1 

. y=e*z. Calcular y”. Resp. e* (x +n). 


(n—1) 
XT 


. y =Sen?2 z. Calcular y”. Resp. —2”-1 cos (2 +51) 


. y=zsenz. Calcular y”. Resp. zsen (2+5n)-—neos (=+ 


bi 
u2y3 ? 


dP Resp,  2(6+8p2+ 309) 


. P=tg (+p). Calcular — 


dq * 


p3 


3b8x 


iii aty’ E 


JU 
-n 
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e d2p tg? p— tg? q 
200. secp-cosp=C. Calcular dor Resp. e 
TEUR r day (1 —em+v) (e* — el) 
201. er+r=e"-+y. Calcular “dí . Resp. E VS . 
| d2y 2a3ry 
202. y34 23 —3axy =0. Calcular da? s Resp. — yaa è 
| d3y 4 
203. z=a (t—semt), y=a(1—cost). Calcular o ——— L. 
Í da sent (7) 
a sen — 
2 
d2y É 
204. z=acos 2t, y—bsen2 t, Mostrar que q =)» 
| d3y 3cost 
205. z-=a cost, y =a Wnt. Calcular “dos . Resp. — zasni . 
dm d2n+1 
206. Mostrar que dam (sh x) =sh z; -Jaani (sh x)=ch T. 


Equações da tangente e da normal. Comprimentos da sub-tangente e 
da sub-normal. 


207. Formar a equação da tangente e da normal à curva y = x3 — 3x2 — x +5 
no ponto M (3, 2). Resp. A tangente 8x — y— 22=0; a normal x + 
+ 8y — 19=0. 


208. Achar a equação da tangente e da normal, o comprimento da sub-tangente 
e da sub-normal no círculo x? + y? = r2 no ponto M (x, y,). Resp. A tan- 


. 2 
gente 22; + YY1 = a normal tiy —yır =Q; Sr=|-# |; 
N=1 = T1 lo 1 
209. Mostrar que l vértice da parábola y? = 4px corta a sub-tangente no 
centro e que o comprimento da sub-normal é constante e igual a 2p. 
Fazer o desenho. 


210. Achar a equação da tangente no ponto M (x, y,): a) à elipse 


q2 y? zt YY . E 2 y2 
+=! Resp. a 2 =1;b) à hipérbole q w=1. Resp. 


TT4 yy =i 


a2 b2 


211. Achar a equação da tangente e da normal à curva y= 


8a3 
4a? -+ z? 
ponto em que x= 2a. Resp. A tangente x + 2y = 4a; a normal y = 
= 2x — 3a. 


no 


212. Mostrar que a normal à curva 3y = 6x — 5x2, dirigida ao ponto M (1, 3) 4 
passa pela origem das coordenadas. 
n 
213. Mostrar que a tangente à curva (5) + (4) = 2 dirigida ao ponto 
T Y 
M (a, b) é + =2. 
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Achar a equação da tangente à parábola y? = 20x que forma um ângulo 
2144 "de 45º com o eixo Ox. Resp. y=x+5 [no ponto (5, 10)l. 
Achar as equações das tangentes ao círculo x? + y? = 52 que são paralelas 
215, à recta 2x + 3y = 6. Resp. 2x + 3y + 26 = 0. 
Achar as equações das tangentes à hipérbole 4x2 — 9y2 = 36, que são 
216. perpendiculares à recta 2y + 5x = 10. Resp. Não há. 
947 Mostrar que as porções da tangente à hipérbole xy = m compreendidas 
* entre os eixos de coordenadas têm por centro o ponto de tangência. 
2 2 2 
18 Mostrar que as porções da tangente à astroide ay y’ =a? compreendidas 
218. entre os eixos de coordenadas têm um comprimento constante. 
219. Sob que ângulo se cortam as curvas y=a e y= bx? Resp. tga = 
| Loga—Logb 
— 1+ Log a- Log b` 
Achar o comprimento da sub-tangente, da sub-normal, da tangente e da 
220. normal à cicloide z=a (0— sen 0), y=a (1—cos 8) no ponto para o qual 
O= 5 . Resp. S r= a: Sy=4; e T =a V2; N =a Va. 
221. Calcular Sr, Sy, T e N para a hipocicloide z=4a cos3 t, y=4a8en3 1. 
Resp. Sr=]|4a sen? t cost |; Sn=|4a = ; T =4a e02 t ; N= 


=| 4asen2ttgt|. 


Problemas diversos 


Calcular as derivadas das funções: 


sen r 1 1 
22. Y Fong T Lote (73) Rep v 5 
223.  y=arc sen E Resp. y'= — 1 | 
| i Iz| Y22=1 
224. y=arc sen (senz). Resp. y' = ua 
= 2 yo z 
225. v= aa te +, 85) (a > 0, b”> 0). 
1 
Resp. ES 
pe a+bcosz * 
T 
226. y=|z|. Resp. y=—. 
A E 
» 
d > y 1 
227. y=aresen Y 1—22. Resp. y'= — 


z 
| 2] Vi=z""' 


228. 


229. 


230. 


231. 


232. 


233 
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Resulta das fórmulas => nr3 e s—ánr? para o volume e a superfície 
da esfera que = —s. Explicitar a significação geométrica deste resultado. 
Achar uma relação análoga entre a superfície do círculo e o comprimento 
da circunferência. 


No triángulo ABC o lado a exprime-se em função dos outros dois lados b, 


c e do ângulo A que eles formam pela fórmula a = V b2 + ¿2 —2bc cos A. 
Quando os lados b e c são constantes, o lado a é tunção do ángulo A. 
Mostrar que E ha, em que ha designa a altura do triângulo correspon- 
dente à base a. Explicar o resultado com o auxílio de considerações 
geométricas. | 


Utilizando a noção de diferencial, explicar a proveniência das fórmulas 
aproximadas VAF xat, Vatb=xas Rd , em que |b| é um 


número pequeno em relação a a. 


O período de oscilação do pêndulo é igual a T=7 Vis. Que influência 
sobre o erro de cálculo do período T exercerá um erro de 1 % fora da. 
medida: 1) do comprimento do pêndulo l; 2) da aceleração da gravi- 
dade g? Resp. )=x12%;29)x=12%. | | 


A tractriz tem a propriedade de em cada um dos seus pontos o segmento 
da tangente T conservar um valor constante. Demonstrar isto utilizando: 
1) a equação da tractriz sob a forma 


E a— Y al—y2 . 
t= Y a? —y2 ++ Log — ==  (a>0),; 
Y a? —y? y 5 Voy 


2) as equações paramétricas da curva 


z=a (Logtgt/2--cost), y=a sent. 


Demonstrar que a função y = Ce *4C,e-2% verifica a equação y” +3y'+ 


+2y=0 (C,e Cs designam aqui constantes). 


234. Demonstrar a igualdade y”=2z e z” = —2y, se y=esenx, z=e* cos z. 


235. Mostrar que a função y= sen (marc sen x) verifica a equação (1—23) x 


Xx y” —zay' +m3%y=0. 
y 


dr? — 


236. Demonstrar que se (a + bx) ež =a, então 23 a ( z ay =). 


dz 


Capítulo IV 


TEOREMAS RELATIVOS AS FUNCOES DERIVAVEIS 


$ 1. Teorema relativo ás raízes da derivada 
(teorema de Rolle) 


Teorema de Rolle— Se a função f(x) é contínua no segmento 
[a, b), derivável em qualquer ponto interior do segmento e se anula 
nus extremidades deste segmento [f (a) = f(b) = 0], então, existe pelo 
menos um ponto intermediário x =c, a<c<b, em que a derivada 
f’ (x) se anula, isto é, f (c) = 0 (*). 


Demonstração — A função f(x) sendo contínua sobre o segmento 
[a, b], atinge pelo menos uma vez neste segmento, o seu limite supe- 
rior M e o seu limite inferior m. 

Se M =m, a função f(x) é constante, isto é, que para todos 
os valores de x a função tem um valor constante f(x) =m. Mas 
então, em qualquer ponto do segmento, teremos f(x) = O e o teorema 
fica demonstrado. 

Suponhamos que M-m. Neste caso pelo menos um destes 
números é diferente de zero 

Suponhamos, para fixar ideias, que M > O e que a função D 
o seu limite superior M no ponto x= c, isto é, que f(c)= 
Notamos, neste caso, que c é distinto de a e de b, porque em E 
da hipótese f(a) = 0 = f (b); sendo f(c) o limite superior da função 
f(x) f(c + Ax) —f(c)<0 tanto para Ax positivo como para Ax 
negativo. 

Daí resulta que: 


eHIT AO o para Az >œ>0, (15 
ERIN o para Ar<o0. (15) 
T 


(*) O número c chama-se raíz da função ọ (x), se ọ (c) = 
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Dado que as condições do teorema implicam a existência da 
derivada no ponto x=c, temos passando ao limite para Ax > O: 


Medio 


lim =f (c)<0 para Azr>o, 


Ax—>0 


afetado F(c)>0 para Az<O0, 
a 

Mas as desigualdades f'(c)<0 e f'(c) > 0 só são compatíveis 
no caso em que f'(c) = 0. Por conseguinte, provamos a existência 
dum ponto e interior ao segmento [a, b] tal que neste ponto f(x) 
se anula. 

O teorema de Rolle admite uma interpretação geométrica sim- 
ples: se uma curva contínua tendo uma tangente em cada ponto corta 


b 


Fig. 91 Fig. 92 


o eixo Ox nos pontos de abcissas a e b, existe sobre esta curva pelo 
menos um ponto de abcissa c, a<c<b, tal que a tangente neste 
ponto é paralela ao eixo Ox. 


Nota—1. O teorema permanece válido para uma função deri- 
vável que não se anula nas extremidades do segmento [a, b], mas 
toma nestes pontos valores iguais f(a) = f(b) (fig. 91). Neste caso a 
demonstração é idêntica à anterior. 


Nota—2. Se f(x) é uma função tal que a sua derivada não 
existe em certos pontos do intervalo aberto (a, b), então o teorema 
pode cessar de ser verdadeiro (isto é, que neste caso pode não existir 
neste intervalo [a, b] um ponto intermediário e em que a derivada 
f(x) se anula). 

Por exemplo, a função 


y=f()=1—Y 2 


(fig. 92) é contínua sobre o segmento [— 1, 1] e anula-se nas extre- 
midade do segmento; todavia, a dj 


f (1) = 7 
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não se anula no interior deste segmento. Isto provém do facto de 
no interior deste segmento existir um ponto x= O em que a derivada 
não existe (ela torna-se infinita). 

O gráfico representado na figura 93 dá igualmente um exemplo 
de função cuja derivada não se anula em nenhum ponto do segmento 
LO, 

As hipóteses de validade do teorema de 
y Rolle já são satisfeitas por esta função, pois 
no ponto x=1 a derivada não existe. 


7 $ 2. Teorema dos crescimentos finitos 

/ 2 4 (teorema de. Lagrange) 
Fig. A 
ed Teorema de Lagrange — Se a funcao f (x) 
é contínua sobre o segmento [a, b], derivável 
em qualquer ponto interior deste segmento, existe, então, pelo menos 


um ponto c, a< c< b, tal que 


f (b) — f (a) = f (c) (b — a). (1) 
Demonstração — Designemos por Q o número f ARES cite (a) „isto É, 
façamos 
b—a 


Consideremos a função auxiliar F (x) 
definida pela igualdade: 


F (x) = f (2) — f (a) — (z — a) Q. (3) 


Esclareçamos a natureza geomé- 
trica da função F (x). Para isso, forme- 
mos, primeiro, a equação da corda AB 
(fig. 94) tendo em vista que o seu coefi- 


ciente angular é igual a PE =Q Fig. 94 


e que esta corda passa pa a la; f(a)]: 
y — f (a) =Q (z — a), 


y =f (a) + Q(z — a). 


Mas F (x) = f(x) — [f (a) + Q (x — a)]. Por conseguinte, para cada 
valor de x, F (x) é igual à diferença das ordenadas da curva y = f(x) 
e da corda y = f (a) + Q (x — a) para os pontos da mesma abcissa x. 


donde, 
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Vê-se facilmente que F (x) é contínua sobre o segmento [a, b), 
derivável em (a, b) e anula-se nas extremidades deste intervalo, isto é, 
F(a)=0 e F(b)=O. Por conseguinte, as condições de validade do 
teorema de Rolle são satisfeitas para esta função. Em virtude deste 
teorema, existe um ponto x=c no interior deste segmento tal que 


Mas F"(c) =0. 
F (x)= f (x) — Q. 
Eosi (1) =f (2) —Q 
F (e) = f (e) —Q=0, 
donde 


Q =f (c). 
Substituindo este valor de Q na igualdade (2) temos: 


ORON , 
e ==] tc), 1 
TF (c) (17) 
donde se deduz imediatamente a fórmula (1). Assim, o teorema fica 
demonstrado 
Para compreender a significação geométrica do teorema de Lagrange 
reportemo-nos á figura 94. Segundo esta figura, vé-se que a grandeza 


AE é a tangente do ángulo a que forma a corda que passa 
pelos pontos A e B de abcissas a e b do gráfico e eixo positivo dos x. 

Por outro lado, f'(c) é igual à tangente do ângulo que forma 
a tangente à curva no ponto de abcissa c e o eixo positivo dos x. 
Assim, a igualdade (1) (ou a igualdade equivalente (1)) pode ser inter-- 
pretada geométricamente da maneira seguinte: se a curva admite uma 
tangente em qualquer ponto do arco AB, existe, então, um ponto C 
entre 4 e B tal que a tangente neste ponto é paralela à corda AB. 

Por outro lado, visto que c verifica a condição a < c < b, então, 
c—-a<b-—a ou 


c—a=0(b— a), 
em que O é um número positivo compreendido entre O e 1, isto é, 


0<0 <1. 
tão, 
i c=a+0(b—a) 
e pode-se pôr a fórmula (1) sob a forma: 


f(b) — Hà = (b — a) f [a +0 b — a], 0<0<1 (1) 
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$ 3. Teorema de Cauchy 
(relações dos crescimentos de duas funções) 


Teorema de Cauchy — Sejam f(x) e p (x) duas funções contínuas 
sobre o segmento [a, b], deriváveis em [a, b] e seja (x) tal que 
e" (x) não se anule em nenhum ponto de (a, b], existe, então, um 
ponto x =c no interior de (a, b], a< c < b, tal que 


p (b)— o(a) (0) 


Demonstração — Definamos Q pela igualdade: 


Q= f (b) — f (a) 
p (b) — q (a) 


Notemos que «¿(b) — e (a) 40, visto que no caso contrário 
p (b) será igual a p(a), o que implicará, em virtude do teorema de 
Rolle, que y' (x) = O num ponto interior do segmento, o que contradiz 
as condições do teorema. 

Formemos a função auxiliar: 


F (x) = f (x) — f (a) — Q [9 (2) — y (a)] 


É evidente que F(a)=0 e F(b)=0 (isto resulta da definição 
da função F (x) e do número Q). Notemos que para a função F (x) 
as hipóteses de validade do teorema de Rolle são satisfeitas. Podemos, 
então, concluir que existe um número c entre a e b (a< c< b) tal 
que F'(c) =0. Mas F’ (x) = f(x) — Op” (x), por conseguinte, 


F (c) =f (e) — Qg (c) =0, 


(2) 


donde 


f (c) 
p (c) 

Substituindo este valor de Q na igualdade (2), temos a igual- 
dade (1). 

Nota — O teorema de Cauchy não pode ser demonstrado, como 


se poderia julgar, aplicando o teorema de Lagrange ao numerador e 
ao denominador da função 


f (b) — f (a) 
q (b) — q (a) 


Q= 
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Com efeito, procedendo-se desta maneira, obteremos (depois) de 
termos simplificado a fracção por b — a) a fórmula 


f(b)—f(a) _ fic) 
p(b)—qla) qo). 


em que a<c<b, a< co<b. Mas em geral, c, Æ cz, este 
resultado náo permite obter o teorema de Cauchy. 


$ 4. Limite do quociente de dois infinitamente pequenos 


0 
(verdadeiro valor das indeterminações da forma a: 


Sejam f(x) e y (x) duas funções definidas sobre o segmento [a, b] 
satisfazendo as condições do teorema de Cauchy e anulando-se no 
ponto x = a deste segmento, isto é, f (a) = 0 e q (a) = 

O quociente Ia e É não é definido no ponto x = a, mas em qual- 


quer ponto x + a, é uma quantidade bem determinada. Eis porque nos 
podemos propor a encontrar o limite deste quociente quando x — a. 
O cálculo de limites semelhantes chama-se «cálculo do verdadeiro 


E w 0 : 
valor das indeterminações da forma T” diz-se também: «levantar a 
indeterminação da forma = ». 
Fizemos já referência a um problema deste género, por ocasião 


do estudo do limite lim — e do cálculo das derivadas de certas 
x= 
funções elementares. A expressão = não tem significado para x = 0, 


por outras palavras, a função F (x) = EE não é definida neste ponto, 


mas vimos que o limite da expressão T para x>0 existe e é 


igual a 1. 
Teorema (Regra de L'Hospital) — Sejam f(x) e p(x) duas fun- 


ções que satisfazem às condições do teorema de Cauchy sobre um certo 
segmento (a, b] e anulando-se no ponto x = a, isto é, f (a) = y (a) = 0. 
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Se, além disso, o limite do quociente 2 o existe quando x>a, 
então, lim (2) existe e 
xa Ọ (T) 


O in LO 
sa p(2) aro g(a) 


Demonstração — Escolhamos um ponto x-a arbitrário sobre o 
segmento [a, b]. Aplicando a fórmula de Cauchy, temos: 


fæ) — ta TO 
p(z)— pa) $1)” 


em que É é um ponto compreendido entre a e x. Mas por hipótese 
f (a) = ọ (a) = 0, por conseguinte, 


Fæ) HO 
p(z) O 


Se x> a, É tende igualmente para a, visto que é está compreen- 


(1) 


(2) 


dido entre x e a. Além disso, se lim q (2) 7 : m q (E) existe e 
é igual a 4. Por conseguinte, é ate que - 
aT O- in DO << A 


a+»a pla) <> p ($) tap (zx) x>a q (zx) 
e em definitivo: 
tim SO — m O 
x>a p(a) aa a Q (a) 


Nota — 1. O teorema é igualmente válido no caso em que f(x) 
e p(x) não são definidos no ponto x = a, mas 


limf(x)=0, lim y (1) =0. 
Xx>a x>a 
Este caso reduz-se sem dificuldade ao anterior, se se definir as 
funções f(x) e p(x) no ponto x =a de maneira que elas sejam con- 


tínuas neste ponto. Para isso, basta fazer 


f(a)=limf(1)=0; q()=limo()=0, 
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visto que, evidentemente, o limite do quociente So > quando x> a, 
náo depende do valor de f(x) e de y (x) no Ra x=a. 


Nota—2. Se f' (a) = y' (a) =0 e se as derivadas f(x) e y” (x) 
satisfazem às condições requeridas para a validade do teorema, pode- 


mos aplicar de novo a regra de L'Hospital no quociente La. dedu- 


f (2) . f (2) 

zimos aqui, por conseguinte, a fórmula lim = lim — : 
a E eg x>a P (7)  x>a P (1) 
Nota — 3. Se y'(a)=0, mas f'(x) +0, o teorema pode ser 


aplicado ao quociente inverso pz) , que tende para zero por x= a. 


etc. 


(x) 
Por conseguinte, o quociente e tende para o infinito. 
Exemplo — 1. 
lim SR oz —lim (sen 52)' api 5 cos dx o 
x>0 37º x0 (33 eo 3 3” 
Exemplo — 2. A 
lim Log (ha). e || ant DR 
x—0 ' x—>0 1 
Exemplo — 3 
= =X Xx__p Xx x =X 
x>0 T—SENI x>0 1—cosz x>0 senz x>0 COST 1 


Tivemos de aplicar aqui três vezes seguidas a regra de L'Hospital, 
visto que o quociente das derivadas primeiras, segundas e terceiras 
conduziu á indeterminacáo 5 para x = 0. 

Nota—4. A regra de L'Hospital pode igualmente ser aplicada 
no caso em que 


lim f(7)=0 e lim q(x)=0. 


X— 00 


1 : 
Com efeito, façamos x=- >: vimos que z->0 quando x> œ 


e, por conseguinte, 1 4 
lim f (À 1) 0, lim (4 20 


2>0 2>0 
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como se queria demonstrar. 


Exemplo — 4. 
k k 4 
sen k cos en —a) k 
lim = lim 2 = lim kcos —=k. 
x>00 4 X-—+00 es X-»00 T 
z z2 


$ 5. Limite do quociente de dois infinitamente grandes 


00 
(verdadeiro valor das indeterminações da forma —) 
00 


Consideremos agora o problema do limite do quociente de duas 
funções f (x) e q (x) tendendo para o infinito quando x > a (ou quando 
X => 00). 


Teorema — Sejam f(x) e p(x) duas funções contínuas e derivá- 
veis em qualquer ponto x-a na vizinhança do ponto a; a derivada 
y (x) não se anula em nenhum ponto desta vizinhança e, além disso, 


lim f (x) = oo, lim q (7) = oo. 


Se o limite , 
lim d u = À (í) 
x>a Q (2) 
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existe, então o limite lim = existe igualmente e 
dO ii A (2) 


ma p(2)  =>a p (2) 


Demonstração — Escolhamos dois pontos arbitrários a e x na 
vizinhança do ponto a de modo que a<x<a (ou a> x> a). Em 
virtude do teorema de Cauchy, temos: 


ota _ 1) (3) 
p (z)— pæ) qo 
em que a < c < x. Transformemos o membro esquerdo da igualdade (3): 


fo) 
foi _ 16) fd, (4) 
p(—e() p(z) , Pla) 
p (2) 
Deduzimos das relações (3) e (4): 
_ Ho) 
ro Ho 1 
p (c) p(z), ela) 
q (2) 
Donde tiramos: 
_ Po) 
o fro et. E 
pa) po , fo) 
f(x) 


Resulta da condição (1) que, para e > O arbitráriamente pequeno, 
se pode escolher a suficientemente vizinho de a para que a desigualdade 
O 4 


<< e 
q (c) 


ou 


seeti O srs (6) 
p (c) 
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seja satisfeita para todos os x=c em que a <c <a. Consideremos 
em seguida a fracção 


— plo) 
q (2) 
Ho) 
f(x) 
Fixemos a de maneira que a desigualdade (6) seja satisfeita, e 


façamos tender x para a. Visto que f(xy)> o e p(x)> œ para 
x->a, então 


4 Pla) 

lim DO) 4 
seo , f(0) 
f(x) 


e, por conseguinte, para todo e > O prêviamente escolhido, teremos 
para todos os x suficientemente vizinhos de a 


129 
4 — q (2) <e 
To) 
f(x) 
ou 
CIO 
q (x) 
1—e< Ho <1 +e. (7) 
f (2) 


Multiplicando os membros correspondentes das desigualdades (6) 
e (7), temos: 


— plo) 
a-gi-g<ÍO CO d+ d+), 
P (c) , Ho) 

TE 


e em virtude da igualdade (5) 
(A — e) (1 — TEN = 2 <(A + 8) (1 +8). 
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Sendo e arbitrariamente pequeno quando x é suficientemente 
vizinho de a, deduzimos destas últimas desigualdades que 


ou em virtude de (1) 


lim FAC (2) = lim L. (2) 


=A, 
=>a P(T)  x>a q (2) 


c. q. d. 


Nota — 1. Se nas condições (1) se faz A = «o, isto é, se 


lim TO) O 

x>a q (2) 
a igualdade (2) fica válida igualmente neste caso. Com efeito, resulta 
da relação anterior: 


lim 


va f (a) 
Entáo, segundo o teorema que acabamos de demonstrar, 


EE 91) wim p(z) 0, 
“a f (x) Xx-—>a f (x) 
donde 


NÃO 
a>a q (1) 
Nota — 2. O teorema pode ser fácilmente estendido ao caso em . 


que x> œ. Se os limites lim f(x) = oo, lim y (x) = co e lim À Tr 
X— 00 x—>00 P L 


existe, então, 


lin im dO 
x> (p (x) x>00 (p (x) 


Demonstra-se esta proposição efectuando a mudança de variá- 


(8) 


veis x =—, como no caso da indeterminação da forma a (ver $ 4, 
nota, 4). 
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Exemplo — 1. x x)! x 
ed lim E — lim (% = lim oo. 
T xo (2) xo À 


Nota — 3. Chamamos uma vez mais a atenção para o facto de 
que as fórmulas (2) e (8) apenas sáo válidas se o limite do segundo 
membro existir (finito ou infinito). Pode acontecer que o limite do 
primeiro membro exista, enquanto que o limite do segundo membro 
náo existe. Eis um exemplo. Seja calcular o limite: 
x—> 00 £ 


Este limite existe e é igual a 1. Com efeito, 


im e (1 Se z.) i, 


Xx > 00 r Xx— 00 


Mas o quociente das derivadas 


cin AI Bo o UE EA 
(z) 1 
não tende pata nenhum limite quando x > œ, porque oscila entre O e 2. 


Exemplo — 2. o ar?+b . 2ar a 
= lim == ls 
xo 12d " xro 20x c 
Exemplo — 3. 4 
A e EE 
a tgdo a 3 x3 cor 
ra “a cos? 3r *”2 


. 1 2.3 cos 3z sen 3z .  cCos3x ,.  sen3z 
= lim + = = lim li - 
n 3 2coszsenz n COS z n Snr 
>T 2 SEÑA 
q, 3sen3z (—1) ,(—1) (—1) o 
Sima DD Do 
x= 
2 
Exemplo — 4. z 4 
lim — = lim —— = 0. 
gs ex X-—»00 ex 
Geralmente, para todo o inteiro n > 0 
n-1 
né sin nen CD 
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Os outros casos de indeterminação que se nota simbólicamente: 
a) 0.00; Db) 0º; c) œ; d)1º;  e)oo—oo 


reduzem-se aos casos anteriores que acabamos de estudar. Explicitemos 
estas notações simbólicas. 


a) Dado que lim f(x) = 0; lim y (x) = œ, pede-se para calcular 
limite | 
lim [f (2) - 9 (2)]. 


É uma indeterminação da forma 0' co. 
Escrevamos esta expressão sob a forma: 


lim [f (2). PoS He. al 


Em 
ou 
Lim [/ (2): «9 (2)]= lim E2 ee à 
Tr 
quando x->a temos uma indeterminação da forma > ou — ] 


Exemplo — 5. 
1 


; . Logz ; a 
lim 27.Log z=lim 87 —lim = — lim —=0, 
x— (0 x>0 4 x>0 _ _P x>0 P” 
qn qn+1 


b) Dado que 
lim f (x) = 0, lim q (1) = 
pede-se para calcular o limite 
lim [ (2%, 

ou, por outras palavras, para levantar a indeterminação da forma 0º. 
Façamos 

y =[} p 
Tomemos o logaritmo dos dois membros desta expressão: 

Log y = ọ (z) [Log f (x)] 
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Quando x>a temos (à direita) uma indeterminação da forma 
O* co. Conhecendo lim Log y, determina-se fácilmente lim y. Com 
x-a xq 


efeito, em virtude da continuidade da função logarítmica, lim Log y = 
= Log lim y e se Log lim y = b, então, é evidente que lim y=e. 
Se em particular b = + œ ou — œ, teremos respectivamente lim y = 
= + co ou 0. - 

Exemplo — 6. Seja calcular lim x*. Fazendo = x*, encontramos 


x— 


Log lim y = lim Log y =lim Log (1%) = lim (z Log x); 


1 
lim (z Log 1) =1lim BE PO E r=0, 
20 250 1 x>0 4 20 
z z2 
por conseguinte, Log lim y = 0, donde lim y = e° = 1, isto €, lim x*=-=1. 


x>U 


Acha-se duma maneira análoga os limites nos outros casos de indeter- 
minação. 


$ 6. Fórmula de Taylor 


Suponhamos que as derivadas da função y = f(x) existem até 
à ordem (n + 1) inclusivamente numa dada vizinhança do ponto x = a. 
Procuramos um polinómio y = Pn(x) de grau não superior a n, cujo 
valor no ponto x=a é igual ao valor da função f(x) neste ponto, 
e cujos valores no ponto x = a das derivadas sucessivas até à ordem 
n inclusa são respectivamente iguais aos valores neste ponto das deri- 
vadas correspondentes da função f(x) 


P, (a) =f (a), P,(a)=f(a), P, (a) =f" (a), ... 


o PP (a) = f” (a). (1) 


Pode-se, naturalmente, esperar que este polinómio seja num certo 
sentido «próximo» da função f(x). 

Procuremo-lo sob a forma dum polinómio segundo as potências 
inteiras de (x — a) e cujos coeficientes são indeterminados 


P, (2) = Co +C, (£ — a) +C (£ — a}? +C; (£ — a? +... 
... FCn (z — a)”. (2) 


Determinemos os coeficientes Cı, C2, .... Cn de maneira que 
seja satisfeita a relação (1). 
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Calculemos, de seguida, as derivadas de P» (x): 


Pi, (1)=C,+2C,(1—a) + 3C (z — a}? +... ) 
cc. HnC, (£ — a)”, 
PY (z) = 2C, + 3-20; (z —a) +... (3) 
... +Hn(n—1)C, (z — a)" ?, 


PP (y=n(n—1)...24-C,. 


Substituindo x por a nas igualdades (2) e (3) e [em virtude da 
igualdade (1)] P, (a) por f(a), P'n(a) por f(a), etc., temos: 


Í (a) = 
f (a) =C; 
f“ (a) =2-1-C, 


£"(a)=n(n—1)(n—2)...2-1-C,, 
donde encontramos: 
= f (a), C= f (a), C= Fa), | 
(4) 


AE A 1 | 
Ve = 231 O ES SR aci 


Substituindo os valores dos coeficientes C, Ca, ..., Cn na fór- 
mula (2), encontramos o polinómio que se queria: 


Pr (2) = f (a0) 42 err pr (a) + 


(x a)? e A n) 
HO +. o O) (5) 


Designemos por Rn (x) a diferença entre a função f(x) e o poli- 
nómio assim constituído Pn (x) (fig. 95): 


= f (x) —P, (2), 
donde 


f (1) =P, (2) + Rn (2) 
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ou mais explicitamente 


fa) =1 (0) E e f (a) + EL = MOETE 


pe e jo (a) + Rn (2). (6) 


Chama-se a Ra (x) o resto. Para todos os valores de x tais que o 
resto seja pequeno, o polinómio P. (x) dá uma aproximação bastante boa 
da função f(x). 

Assim, a fórmula (6) permite substi- 
tuir a função y= f(x) pelo polinómio 
y = Pa (x) com um grau de precisão igual 
ao resto Rn (x). 

O problema que se põe agora é o 
de avaliar o resto Rn(x) para diversos 
valores de x. 

Escrevamos o resto sob a forma 


(z — at 
Ra a ? 
A (z) = a+ -Q1 1) (7) 


em que Q(x) é uma função a determinar. Ponhamos a fórmula (6) 
sob a forma: 


a= a) + E = fa + E = ra +... 


fa mer n) aj”? 6 
pat pa + E Q (2). (6) 


Para x e a fixos, a função Q (x) tem um valor bem determinado; 
designemo-lo por Q. 

Consideremos, em seguida, uma função auxiliar de t (t está 
compreendido entre a e nr 


Fí)=+() += py — E 


=t n 
a A 

em nin (oh 
= f” (8) e Q, 


em que Q é definido pela relação (6); supõe-se que a e x são números 
bem determinados. 
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Calculemos a derivada F' 7 


F= -rO +r -2 ra + A e = AE ia 
GEDE (a n) 
o OTe e E + 
n (x A t)” n) = n+1) (n + 1) (x — t)” 
Re y ES E TaT Q 


ou depois de se ter M 
, A —t 
ra=- joy, Eo, (8) 


Assim, a derivada da função F (t) existe para todos os pontos t 
vizinhos do ponto de abcissa a. 
Notemos, igualmente, que-[em virtude da fórmula (6”] 


F()=0, F()=0. 


Logo, as condições de validade do teorema de Rolle são satis- 
feitas para a função F (t) e, por conseguinte, existe um valor t = É, 
compreendido entre a e x, para o qual F' (£) = 0. Daí deduzimos, em 
virtude da ide jd 


= EH poto (y) y E -9 Q= 0, 


donde 
Q = ["*D (E. 
Substituindo esta expressão na fórmula (7), temos: 
(x n+1) 
Rn Ge (E). 
(n + 1)! 


É a fórmula de Lagrange para o resto. Visto que É está com- 
preendido entre x e a, podemos pó-lo sob a forma (*) 


=a +0 (2— a), 


onde O é um número compreendido entre O e 1, isto é 0< 0 < 1; 
a fórmula que dá o resto ur 


_(z— n+1) no 
Rn (1) = ar TH A [a +6 (z — a)]. 


(*) Ver o fim do $ 2 do presente capítulo, 
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A fórmula 
ra =t + EEr a 4 E -a Fa.. 


eoa n) n+1) 
ES MaE > a E TO 


chama-se fórmula de Taylor da função f (x). 
Se na fórmula de Taylor se faz a = 0, encontra-se: 


fa de ué 
id di RAM 
n = 10 E A E nm 04), 10 
(0) F e Di (02) (10) 
onde O está compreendido entre O e 1. Este caso particular da fórmula 


de Taylor é conhecido sob o nome de fórmula de Maclaurin. 


$ Y. Desenvolvimento das funções e”, sen x, cosx 
pela fórmula de Taylor 


1. Desenvolvimento da função f(x) = ex. 
Calculando as derivadas sucessivas de f(x), temos: 
f(x) = €&, f(0)=1, 
f (1) = e", f (0) = , 


fa (2) E» e, p” (0) =. 


Substituindo as expressões encontradas na fórmula (10) $ 6, temos: 


q q? a? x qrt 
e —1 = pan aus Fa o ¿Bax 
EEE a (CRS TR | | 
0<0 <1. 


Se |x| < 1, então, fazendo n = 8, tem-se para o resto a estima- 
tiva seguinte: 


1 
R< y 3. 
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A fórmula obtida fazendo x = 1 permite calcular o valor apro- 
ximado do número e: 


1 
=p o 


Se se efectua os cálculos conservando S algarismos depois da 
vírgula, tem-se: ' 


e = 2,71828. 


Os quatro primeiros algarismos depois da vírgula sáo exactos 
visto que o erro náo excede o número ar ou 0,00001. 
Notemos que qualquer que seja x, o resto 


qrt 
R, =- —e">0 quando n — Oo. 


Co (n+! 


Com efeito, visto que 0 < 1, a quantidade e%* é limitada, para x 
fixo (ela é menor que ez se x> O e menor que 1, se x < 0). 
Demonstremos que para qualquer x fixo 


qr ti 
—> 0 quando n — oo. 
(n + 1)! 
Com efeito, 
WO UN EE: 
(n + 1)! 123 nn+4l 


Se x é um número fixo, existe então um inteiro positivo N tal que 


[| <N. 


Facamos kd = q; então, tendo em conta que O < q < 1, podemos 


escrever para n=N +1, N+2, N +3, ..., etc.: 


apar: zm a| 
m+) 114 23" nn+t 
XL XT £ Tr £ r r | 
— lll j!|—!]. E PAIN E A , < 
1112113 N—41 IN n+1 
T t z E 
< —.o —. —o Ta ET ° =—— q” ma, 
sas CC Na TTO IT NN 
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porque 
z | | z | z | 
— | = , Car E RE < jocos < e 
Ni la e 
anN-—1 | : 

Mas ND é uma constânte e, por conseguinte, não depende 
de n; por outro lado, q"-N+2 tende para zero para n= œ. Logo, 
n+1 

lim -— =Q. (1) 
n>œ (n + 1)! 

P pis E AM 

or conseguinte, Rn (x) =e mD ende igualmente para zero 


para n> o. 


Resulta do precedente que qualquer que seja x, podemos cal- 
cular er com a precisão desejada com a condição de tomar um número 
suficientemente grande de termos. 


2. Desenvolvimento da função f(x) = sen (x): 
f(x) = sen z, f(0)=0, 


f (2) =0092= sen ( z + 7), F(0)=1, 
f” (x) = — sen z = sen (2+2 ), f(0)=0, 


f” (z) = — cos z = sen (2+3 A f (0 =-1. 


f“ (0) =0, 


«> 


f (x) = sen z = sen (+43) 


fa) = sen [en], f” (0)=senn >, 


[("+D (x) = sen [++ 1) z| A fº*D (E) = sen ++ 1) z| : 
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Substituindo as expressões encontradas na fórmula (10) $ 6, daí 
deduzimos o desenvolvimento da função f(x) = sen x, segundo a fór- 
mula de Taylor: 
5 
T L 
i a fã” 
o x 
“es — sen n sen n + Sl, 
+. SET ER 


Como | sen E + (n + 1) ros] E 1, lim R, (x) = 0 para todos os 
valores de x. 


| 
| 
| 
| 
| 
l 
| 
| 


1 / 
E fot I+ o 15 


Fig. 96 


Apliquemos a fórmula assim achada ao cálculo do valor apro- 


ximado de sen 20º. Façamos n= 3, isto é, consideremos apenas os 
dois primeiros termos do desenvolvimento 


3 
sen 20” — sen $ = q z 5 e = 0,343. 


Avaliemos o erro cometido que é igual ao resto 


nyA nýi 


O erro cometido é pois inferior a 0,001, isto é, que sen 20° = 0,343 
a menos de 0,001. 
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Os gráficos da função f(x) =senx e das três primeiras apro- 


ximações estão dados na figura 96: 


3. 


3 5 


a zx z 
Si (zt) =z; Salt)=2=—35 S(r) =z — — + —. 
1 (2) 2 (2) 31 3 (2) Ts 


Desenvolvimento da função f(x) = cosx. 


Calculando as derivadas sucessivas da função f(x) =cosx no 


ponto x = O e substituindo-as na fórmula de Maclaurin, encontramos 
o desenvolvimento: 


10. 


11. 


4 n 
coat E eos) + 
qt | 3 
ta S e da E 
[El <]| xl. 


Neste caso igualmente lim Rn (x) = O para todos os valores de x. 
N—>00 


Exercícios 


Verificar o teorema de Rolle para as funções: 
= x? — 3x +2 sobre o segmento [1, 2). 
y =x3 + 5x2? — 6x sobre o segmento [0, 1). 
y =(x— 1) (x— 2) (x— 3) sobre o segmento [1, 3). 
y = sen? x sobre o segmento [0, ~]. 


A função f(x)=4x3+x2—4x—1 tem por raízes 1 e — 1. Achar 
a raíz da derivada f'(x), de que é assunto no teorema de Rolle. 


Verificar que entre as raízes da função y =} 12—5x+)6 se encontra uma 
raíz da sua derivada. 


Verificar o teorema de Rolle para a funcáo y = cos? x sobre o segmento 


E. +3]. 


'A função y =1-— ya anula-se nas extremidades do segmento [— 1, 1). 


Verificar que a derivada desta função não se anula em nenhum ponto 
do intervalo (— 1, 1). Explicar porque não se pode aplicar aqui o 
teorema de Rolle. 

Compór a fórmula de Lagrange para a função y =senx sobre o seg- 
mento [x,, x]. Resp. sen x, — sen x, = (x, — x,) cos c, x, <c< x, 
Verificar a fórmula de Lagrange para a função y=2x— x? sobre o 
segmento [0, 1). 

Em que ponto a tangente à curva y =x" é paralela à corda subtendo 


os pontos M, (0, 0) e M, (a, a”)? Resp. No ponto da abcissa c = — E . 
n 


12. 


20. 


22. 


23. 


25. 


27, 


29. 


31. 


33. 


34. 


36. 


38. 
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Em que ponto a tangente à curva y = Log x é paralela à corda subtendo os 
pontos M, (1, 0) e M, (e, 1)? Resp. No ponto da abcissa c = e — 1. 
Utilizar a fórmula de Lagrange para demonstrar as desigualdades: 


*>i+z. 14. Log(1+2)<xz (7150). 15. ba? < nbn-1 (b—a) para 


>u. 16. arctgr< 2. 


Escrever a fórmula de Cauchy para as funções f(x) = x?, p (x) = x? sobre 
o segmento [1, 2] e achar c. Resp. c=7- 


Calcular os limites seguintes: 


—1 1 ete X 

lim E le Resp. o 19. am —en z 7: Resp. 2: 
2 

e tgr—r Dia Es 
lim a « Resp. 2. 21. a TOTE . Resp. — 2. 
am VI Resp. O limite não existe (V2 para z —> +0, 
x=> — z 
—VY2 para z —> —0). 

. Log sen z 1 o qr — bx a 
o (n— 22)? . Resp. =g . 24. mm a Resp. Log p 
ZE 

2 

lim — = . Resp. + $ 26. lim AA . Resp. cos a. 
«0 x>a Hg 

. evAseny—l 5 . e*senz—r 1 
Him “Log (+y) . Resp. de 28. 1m “Bala s Resp. 3: 

dr — 1 3 Lo 
rp 30. lim — ¿tem que n>0). Resp. 0. 
Log [144 Log ae 
z : z 

lim ——————— . Resp. 1. 32. lim ——————— . Resp. — 1. 

x>» are ctp + PR L—41 
Log E ) 

lim = Resp. O para a`œ>0; œ para a <0. 
y>+o € 

lim CTT Resp. 1 35. lim LO n quo q 
Kam. ex ex pene l x0 Logsén x ` pr 

Logte TZ Resp, 1. 37. lim PEE-0% Resp. 0. 

x>U Log tg 2z 26 1 t n 

g 
2T 

: JUL 2 Í 2 1 1 
am (1— 2) tg 2 . Resp. E . 39. mío a | Rep. 
lim o [ez — tos | . Resp. —1. 
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; : z 1 1 
41. nm (sec p— tg q). Resp. 0. 42. o Fi Lo -] . Resp. 3 + 
so 
EN 
43. lim z ctg 2z. Resp. e i 44. lim z2e” id . Resp. œ 
x>0 2 Xp 
45. lim zi, Resp. — . 46. lim Vas, Resp. 1. 
x 1 e t-»oo 
t 
47. lim (+) E~ Resp. 1. 48. lim (1+2)" Resp. et, 
x>0 T X—»00 T 
E i xo 
49. lim (ctg ajlos x Resp. — - 50. lim (cos z)? . Resp. 1. 
xo 
2 
1 nx 
54. li (E TE R 1 52. li (+ = Res 1 
ot. lim | ——— | . Resp. — — . . lim — : . —. 
p>0 p j Ve x- 1 E 4 E e 


53. Decompor o polinómio xt — 5x3 + 5x2 + x +2 segundo as potências de 
x—2. Resp. —7 (z — 2) — (z — 2} + 3 (z — 2} + (z — 2). 

54. Decompor segundo as potências de x +1 o polinómio 25 + 274 — r? + 
+z+ 1. Resp. (z + 1} + 2 (2 + 1) — 3 (2 + 11 + (2 + 1). 

55. Escrever a fórmula de Taylor para a função y = Vx para a=1, n=3. 


E 1 (2-02 4, (2193 3 (2-1) 
Rue va Si E 7 qts Ex 


T 
xi. [1+0 (1—1) 2, 0<0<1. 


56, Escrever a fórmula de Maclaurin para a função y= Vi +x para n = 2. 
RRS 3 
Resp. VIF z =14+4 1—5 tims, 00A. 
16 (1 +01)? 


57. Utilizar os resultados do exemplo anterior para avaliar o erro aproximado 
da igualdade 


yi +2x=l1 ++ 2 z3 para z=0,2. 


Resp. Inferior a 


1 
2-103 ` 


Elucidar a proveniência das igualdades aproximadas para baixos valores 
de x e avaliar o erro das igualdades: 


y 22 gt 
58. Log cos z LT 


215 q3 


59. gray E 15 * 60, arc sen z ~ 243 


01. 


65. 


66. 


67. 


69. 
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3 


arctgr= 1 z 
g T g 


T — SEN T 


er—1i—r—-- 


2 
Log? (1+ 1) — sen? z 


x—(0 A—e Y 


2 (tg z — sèn 1) — 13 
x0 z’ 


; 1 2 
lim (acta? z) . Resp. 


3. Log (z+ Y1— 22) ~ 1—22+ 


Utilizar a fórmula de Taylor para calcular o limite das expressdes: 


sá Resp. 1. 


513 
e 


Resp. 0. 


. Resp. 1 


3 . 


4 . 


62. 


2 


2 
214 + 


xå 


24 * 
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Capítulo V 


ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES 


$ 1. Posição do problema. 


O estudo das relações quantitativas entre os diversos fenómenos 
da natureza, leva-nos a procurar e a estudar o vínculo funcional exis- 
tente entre as variáveis que caracterizam um dado fenómeno. Se este 
vínculo funcional puder ser expresso sob uma forma analítica, isto é, 
com o auxílio de uma ou de várias. fórmulas, é-nos, então, possível 
iniciar o estudo desta dependência funcional pelos métodos da análise 
matemática. Por exemplo, após o estudo da trajectória dum projéctil 
lançado no vácuo, encontramos a fórmula 


vi sen 2a 
8 


R = 


que exprime a relação funcional existente entre o alcance R, o ângulo 
de tiro a e a velocidade inicial vo (g é a aceleração da gravidade). 

Graças a esta fórmula, é-nos possível determinar para que valores 
de « o alcance R será máximo ou mínimo, em que condições o aumento 
de a implicará o do alcance, etc. 

Citemos um outro exemplo. O estudo das vibrações dum corpo 
repousando sobre molas (combóio, automóvel) fornece-nos uma fórmula 
exprimindo a dependência funcional entre o afastamento y deste corpo 
da posição de equilíbrio e o tempo t: 


y=e"t (A cos œt + B sen ot). 


As grandezas k, A, B, œ, que entram nesta fórmula, têm um 
valor bem determinado para um dado sistema vibratório (elas dependem 
da elasticidade das molas, do peso do corpo, etc., mas não variam 
com o tempo f) e, por conseguinte, podem ser consideradas como 
constantes. 

A fórmula obtida permite concluir para que valores de t O 
afastamento y aumenta com t, como varia o valor do afastamento 
máximo com o tempo, a que valores de t correspondem estes afasta- 
mentos máximos, para que valores de t se obtêm as velocidades 
máximas de deslocamento do corpo, etc. 
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Todas as questões deste género se reduzem a um mesmo problema, 
mais geral, que se designa «O estudo da variação das funções». 

É, evidentemente, difícil responder a todas estas questões 
calculando o valor numérico das funções em certos pontos (como o 
fizemos no Capítulo II). O objecto do presente capítulo é dar os 
princípios gerais do estudo da variação das funções. 


$ 2. Crescimento e decrescimento das funções 


Definimos, no $ 6 do Capítulo I, as funções crescentes e decres- 
centes, Utilizaremos agora a noção de derivada para o estudo do 
crescimento e do decrescimento das funções. 

Teorema — 1. Se a função f(x) derivável sobre o segmento 
[a, b] é crescente sobre este segmento, então, a sua derivada não é 
negativa sobre este segmento, isto é, f(x) > 0. | 

2. Sea função f(x) é contínua sobre o segmento [a, b], derivável 
no intervalo (a, b) e, mais, se f(x) > 0 para a< x < b, então, f(x) 
é uma função crescente sobre o segmento [a, bl. 

Demonstração — Demonstremos em seguida a primeira parte do 
teorema. Seja f(x) uma função crescente sobre o segmento (a, b]. 
Atribuamos à variável independente x um crescimento Ax e conside- 
remos o quociente 


Az 
Sendo f(x) uma funcáo crescente, tem-se: 
f(x + Ax) >f(x) para Az >Q 


f(x + Ax) <f (z) para Ar <Q. 
Nos dois casos 


Ha + 82) $) 0 () 
Az 


e, por conseguinte, 
Mer mr. 


Ax—>0 Az 


isto é, f(x) >0, o que se queria demonstrar. [Se nós tivessemos 
f(x) <0; o quociente (1) seria negativo para os valores suficiente- 
mente pequenos de Ax, o que contradiria a relação (2).] 

Demonstremos agora a segunda parte do teorema. Seja f'(x) > 0 
para todos os x pertencentes ao intervalo (a, b). 
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Consideremos os dois valores arbitrários x, e x, (xı < x2) da 
variável independente tomados sobre o segmento [a, b]. 
Em virtude do teorema de Lagrange sobre os crescimentos finitos, 


temos: 


f (za) — f (21) = F (E) (2, — 21), t1 <E < Ta 


Por hipótese f(£) > 0, por conseguinte, f (x2) — f (x,) > 0, o que 
exprime bem que f(x) é uma função crescente. 


Fig. 97 


Pode-se enunciar um teorema análogo para as funções decres- 


centes (deriváveis): 


Se f(x) é uma função decrescente sobre [a, b], então, f (x) < 
sobre este segmento. Se f(x) <0 no intervalo (a, b), então, f (0). y 


Fig. 98 


decrescente sobre o segmento la, b). 
[Bem entendido, supomos aqui, 
igualmente que a função f(x) é 
contínua em qualquer ponto do 
segmento [a, b] e derivável em 
qualquer ponto do intervalo (a, b).] 


Nota — O teorema que acaba- 
mos de demonstrar interpreta-se 
geométricamente como se segue: se 
a função f(x) é crescente sobre o 
segmento [a, b], a tangente à curva 
y=f(x) forma, em cada ponto 
deste intervalo, um ángulo agudo q 
com o eixo Ox (em certos pontos 


ela pode ser paralela a este eixo). A tangente deste ângulo não é, 
pois, negativa: f’ (x) = tg ọ > O (fig. 97, a). Se a função f(x) é decres- 
cente sobre o segmento [a, b], o ângulo formado pela tangente e o 
eixo Ox é obtuso (ou excepcionalmente, em certos pontos, a tangente 
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é paralela ao eixo Ox). A tangente deste Angulo náo é, pois, positiva 
(fig. 97, b). A segunda parte do teorema interpreta-se da mesma 
maneira. Assim, este teorema permite concluir se a funcáo é crescente 
ou decrescente, consoante o sinal da derivada. 


é Exemplo — Determinar o domínio de crescimento e de decrescimento da 
unção 


y == 
Resolução — A derivada desta função é 
y = 42; 


para x > 0, tem-se y" > 0 e por consequência a função é crescente; 
para x < 0, tem-se yy <0 e a função é decrescente (fig. 98). 


$ 3. Máximo e mínimo das funções 


Definição de máximo — Diz-se que a função f(x) admite um 
máximo no ponto x, se o valor da função f(x) é neste ponto 
maior que em qualquer outro ponto dum certo intervalo contendo 
o ponto x,. Por outras palavras, a função f(x) admite um máximo 
no ponto x =x, se f(x, + Ax) < f (xı) para todos os Ax (positivos 
ou negativos) suficientemente pequenos 


E em valor absoluto (*). 

Por exemplo, a função y = f(x), 
cujo gráfico está representado na fi- 
gura 99, admite um máximo para x = xı. 

Definição de mínimo — Diz-se que 
a função f(x) admite um mínimo para 
x= Xo, SE 

Ola 2, I, 2; b 2 Í (£a + Az) > f (22), 


Fig. 99 para todos os Ax (positivos ou negativos) 
8. suficientemente pequenos em valor abso- 
luto (fig. 99). Por exemplo, a função y = x*, que consideramos no 
fim do precedente parágrafo (ver fig. 98), admite um mínimo para 
x= 0, visto que y=0 para x=0, e y >0 para todos os outros 
valores de x. 
Chamamos a atenção para os seguintes pontos relativos à defi- 
nição do máximo e do mínimo. 


1. Uma função definida sobre um segmento só pode atingir o 
seu máximo ou o seu mínimo num ponto interior deste segmento. 


(*) Enuncia-se por vezes como esta definição: a função f(x) admite 
um máximo no ponto x, se existe uma vizinhança (a, 8) do ponto x, 
(a<x,<B) tal que para todos os pontos desta vizinhança diferentes de x, 
a desigualdade f(x) <f(x,) seja satisfeita. 


12 
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2. Não se deve confundir o máximo e o mínimo duma função 
respectivamente com o seu maior valor e o seu menor valor (os 
limites superiores e inferiores) sobre o segmento considerado: o valor 
da função no ponto máximo apenas é o seu maior valor em relação 
aos seus valores nos pontos x, suficientemente vizinhos do ponto 
máximo. Do mesmo modo, num ponto mínimo, ela apenas é O 
menor valor da função em relação aos seus valores nos pontos 
suficientemente vizinhos do ponto mínimo. Eis porque, se emprega 


por vezes as expressões máximo relativo 
ou mínimo relativo, em vez de máximo YA 
e mínimo, 

Assim, a figura 100, representa uma 
função definida sobre o segmento [a, b], 
que tem 


um máximo para x = x, e x= Xs; 
um mínimo para x = x: € x = X; 


Ola 2, x 2,2, 


mas o mínimo da função para x = x, é Fig. 100 
; ; = g. 

maior que o máximo desta função para 
x =x, Por outro lado, o valor da função para x = b é maior que 
o valor desta função nos pontos de máximo. 

Chama-se máximos e mínimos duma função aos extremos ou 
aos valores extremais desta função. 

Os valores extremais duma função e as suas disposições sobre 
o segmento [a, b], caracterizam, em certa medida, a variação da 
função em relação à variação da variável independente. 

Indicaremos, de seguida, um método para achar os valores 
extremais. 


Teorema — 1. (Condição necessária para a existência dum ex- 
tremo). Se a função derivável y = f (x) tem um máximo ou um mínimo 
no ponto X = X,, então, a sua derivada anula-se nesse ponto, isto é, 
f' (x,) = 0. 


Demonstração — Suponhamos, para fixar ideias, que a função 
y=f(x) tem um máximo no ponto x= x,. Então, teremos para 
os Ax(Ax40) suficientemente pequenos em valor absoluto 


f(x, + Az) < f (x1), 


f (2, + Ax) — f(x) <0. 
Mas, entáo, o sinal do quociente 
f (zı + Az) — f (x1) 
Az 


isto é, 
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é determinado pelo sinal de Ax: 


f(x, + Az) — f (21) >0 para Ar<0 
Az | 

f(x, + Az) — f (21) <0 para Azx>>0. 
Az 


Resulta da definição de derivada que 


f(x) — lim f(x F Ax) — f (xı) i 


Ax>0 Ax 


Se a derivada de f(x) existe no ponto x =x, o limite do 
do membro direito não depende da maneira como Ax tende para 
zero (permanecendo positivo ou negativo). 

Mas se Ax=> 0 permanecendo negativo, então, 


f (x) >0. 
Se Ax —> O permanecendo positivo, então, 
f (z) <0. 


Como f'(x,)) é um número bem definido, não dependendo da 
maneira como Ax tende para zero, as duas desigualdades anteriores 
não são compatíveis, a não ser no càso em que 


f (a) =0. 


Demonstrar-se-ia, duma maneira análoga, o teorema para o caso 
do mínimo. 

O teorema assim demonstrado, traduz a propriedade geométrica 
seguinte: se a função f(x) tem uma derivada no ponto máximo ou 
no ponto mínimo, a tangente à curva y= f(x) nestes pontos, é 
paralela ao eixo Ox. Com efeito, resulta da relação f(x) = tg ẹ = 0, 
em que q é o ángulo formado pela tangente e o eixo Ox, que ọ = 0 
(fig. 99). 

Resulta imediatamente do teorema 1: se a derivada da função 
f(x) existe para todos os valores considerados da variável indepen- 
dente, então, a função não pode ter um extremo (máximo ou mínimo) 
a não ser para os valores de x que anula a derivada. O recíproco 
não é verdadeiro: um ponto onde a derivada se anula não é neces- 
sàriamente um máximo ou um mínimo da função. 

Por exemplo, a derivada da função representada na figura 99 
anula-se no ponto x = x, (a tangente é paralela ao eixo Ox), mas 
neste ponto não há nem máximo nem mínimo. 
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Do mesmo modo, a derivada da função y = x (fig. 101) anula-se 
no ponto x = O: 


(Y )x=o CER (325).0 => O, 
mas, neste ponto, a função não tem nem máximo nem mínimo. 
Com efeito, por mais vizinho que seja o ponto x do ponto O, temos: 
q <0 para z<0 
ex>0 para z>0, 


Estudamos o caso duma função f(x) derivável em qualquer 
ponto do seu domínio de definição. O que se poderá dizer a respeito 


Fig. 101 Fig. 102 


dos pontos onde a derivada não existe? Mostraremos, em exemplos, 
que nestes pontos a função pode ter um máximo ou um mínimo, 
mas pode igualmente não ter máximo nem mínimo. 


Exemplo — 1. A função y=|x| não tem derivada no ponto x=0 
(neste ponto a curva não tem tangente definida) mas ela tem um mínimo nesse 
ponto (fig. 102): y =0 para x=0 e em qualquer outro ponto x diferente 
de zero y >0. 


Fig. 103 Sua Fig. 104 
Exemplo —2. A função y = (1 — z’)? não tem derivada no ponto 
214 x=0, 
visto que y'=—(1— z)?z 3 se torna infinita quando x tende para zero; 


todavia ela admite um máximo neste ponto: f(0)=1, f(x) < 1 quando x 
é diferente de O (fig. 103). 
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Exemplo — 3. A função y = yz náo tem derivada no ponto x=0 
(y >00 para x— 0). Neste ponto a função não tem máximo nem mínimo: 
[(0)=0; f(x)<0 para x<0, f(x) >0 para x>0 (fig. 104). 


Assim, uma função não pode ter extremo a não ser em dois 
casos: nos pontos em que a derivada existe e se anula, e nos pontos 
onde a derivada náo existe. 

Notemos que se num ponto a derivada náo existe (mas existe 
numa certa vizinhança desse ponto), ela tem uma descontinuidade 
nesse ponto. | 

Os valores da variável independente, para os quais a derivada 
se anula ou tem uma descontinuidade, chamam-se pontos críticos ou 
valores críticos. 

Resulta do que precede que todo o ponto crítico não é neces- 
sáriamente um extremo. Mas se a função tem um máximo ou um 
mínimo num certo ponto, este último é necessáriamente um ponto 
crítico. Eis porque se procede da seguinte maneira para determinar 
os extremos, Acha-se primeiro todos os pontos críticos, depois estuda-se 
cada ponto crítico separadamente, a fim de determinar se é um 
máximo, um mínimo da função ou se nem é um nem outro. 

O estudo da função nos pontos críticos é baseado nos teoremas 
seguintes. 


Teorema — 2. (Condições suficientes para a existência dum ex- 
tremo). Seja f(x) uma função contínua num intervalo contendo o 
ponto crítico x, e derivável em qualquer ponto desse intervalo (salvo, 
talvez, no ponto X,). Se a derivada muda de sinal de mais para 
menos quando se passa pelo ponto crítico da esquerda para a direita, 
a função tem um máximo para x = X,. Se a derivada muda de sinal 
de menos para mais quando se passa pelo ponto x, da esquerda para 
a direita, a função tem um mínimo nesse ponto. 

Assim, 


é df DER a ves 


f(x) <0 para z>2,, 


a função admite um máximo no ponto X;; 


o a (LOS ma aca 
f(x)>0 para T>, 


a função admite um mínimo no ponto x,. Além disso, é preciso que 
as condições a) ou b) sejam satisfeitas para todos os valores de x- 
suficientemente próximos de xı, isto é, para todos os pontos duma 
vizinhança suficientemente pequena do ponto crítico x. 
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Demonstracáo — Suponhamos, primeiramente, que a derivada muda 
de sinal passando de mais para menos, isto é, que para todos os x 
suficientemente vizinhos do ponto x,, temos: 


f(x) >0 para T< T, 


f(x) <0 para z>23,. 
Aplicando o teorema de Lagrange à diferença f(x) — f(x) 
obtém-se: 


Ha) —f (2) = f (8) (1 — 11), 


em que É é um ponto compreendido entre x e xi. 
l. Seja x < x;; então, 


E<, f(E8>0, F(B(z—x)<O 
e, por conseguinte, 
f(x) — f (2) <0 


ou 


f (2) < f (z). (1) 


2. Seja x > x; então, 


E>, F(E<0O, FE) 
e, por conseguinte, 


f(x) — f(z) <0 
ou 


f (x) < f (21). (2) 

As relações (1) e (2) mostram que para todos os valores de x, 
suficientemente vizinhos de x,, o valor da função é menor que o valor 
da função no ponto x,. Isto significa justamente que a função f(x) 
admite um máximo no ponto xı. 

Demonstra-se, duma maneira análoga, a segunda parte deste 
teorema. 

A figura 105 ilustra claramente a significação geométrica do 
teorema 2. 

Suponhamos que f(x) =0 para x=x, e que para todos os 
outros valores de x suficientemente vizinhos de x,, as desigualdades 

f(x) >0 para g<x 


© F(z) <0 para z>2, 
são satisfeitas. 

Se para x < x, a tangente à curva forma com o eixo Ox um 
ângulo agudo, então, a função é crescente; e se para x>x, a tan- 
gente à curva forma com o eixo Ox um ângulo obtuso, a função 
é decrescente; no ponto x =x, a função que era crescente torna-se 
decrescente, por outras palavras, ela admite um máximo. 
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Suponhamos agora que f’ (x:) = O para x= x, e que para todos 
os outros valores de x suficientemente vizinhos de xz, as desigualdades 


f(1)<0 para zz), 
f(x) >0 para > 


sáo satisfeitas. 

Se para x< x, a tangente à curva forma com o eixo Ox um 
ángulo obtuso, então, a função é decrescente; e se para x>x,; a 
tangente á curva forma com o eixo Ox um ángulo agudo, entáo, a 
função é crescente. No ponto x = x, 
a função decrescente torna-se cres- 
cente, isto é, tem um mínimo. 

Suponhamos que no ponto x=x, 
f (xs) = O e que para todos os valores 
de xs, as desigualdades 


f(1)>0 para z< z, 
F(x)>0 para v>gzs 
sáo satisfeitas. 
Entáo, a funcáo é crescente para 
x < X; assim como para x > xs. Por 
conseguinte, ela não tem máximo nem mínimo no ponto x = xs. É jus- 
tamente o que tem lugar para a função y= x? no ponto x = 0. 
Com efeito, a derivada desta função é igual a y = 3x?, logo 


(Y )e=o == 0, (Y) x< ) > 0, (4 )x>o > 0. 


Isto significa que a função não tem nem máximo nem mínimo 
no ponto x = O (ver fig. 101). 


y 


$ 4. Caminho a seguir para o estudo do máximo e do mínimo 
duma função derivável com o auxílio da derivada primeira 


Referindo-nos ao parágrafo anterior, podemos enunciar a seguinte 
regra respeitante ao estudo do máximo e do mínimo duma função 
derivável 


y =f (x). 


l. Calcula-se a derivada primeira f(x) da função. 
2. Procuram-se os valores críticos da variável independente x; 
para isso: 


a) Procuram-se as raízes reais da equação obtida, igualando a 
zero a derivada primeira f (x) = 0; 
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b) Procuram-se os valores de x para os quais a derivada f (x) 
tem descontinuidades. 


3. Estuda-se o sinal da derivada à esquerda e à direita do 
ponto crítico. Como o sinal da derivada não muda no inter- 
valo compreendido entre dois pontos críticos consecutivos, basta, 
estudar, por exemplo, o sinal da derivada à esquerda e à direita do 
ponto crítico xz (fig. 105), determinar o sinal da derivada no ponto 
a e B(x<a<x, X: KŘ < X, em que x, e xs são os pontos 
críticos vizinhos de x). 

4. Calcula-se o valor da função f(x) para cada valor crítico 
da variável independente, 

Obtemos assim o esquema seguinte exprimindo os diferentes casos 
que se podem apresentar. 


Sinal da derivada /'(x) na vizinhança 


do ponto crítico xı Natureza do ponto crítico 


X<X19 x= X1 [=> x1 


+ | f(x)=0 ou descontinuidade — | Máximo 


f (x,)=0 ou descontinuidade | Mínimo 


f(x)=0 ʻou descontinuidade | 4 |Nem máximo nem mínimo (a 
função é crescente) 


f (x,)=0 ou descontinuidade Nem máximo nem mínimo (a 
função é decrescente) 


Exemplo — 1. Achar os máximos e os mínimos da função 


23 
y=3 222 + ô2+1, 


Resolução — 1. Calculemos a derivada primeira desta função: 
y = zr — 4r + 3. 
2. Achemos as raízes reais da derivada: 
z — 4r + 3 = 0. 
Por conseguinte, 
Ty = 1, tg = 3. 
A derivada é sempre contínua; não há, pois, outro ponto crítico. 
3. Estudemos os valores críticos e representemos os resultados na 
figura 106. 
Estudemos o primeiro ponto crítico x, = 1. Como y' = (x — 1) (x — 3), 
então. 
para z < 1, temos y = (—)(—)>0; 
para z > 1, temos y' = (+)-(—) < 0. 
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Logo na vizinhança do ponto x, =1 (quando se passa da esquerda para 
a direita) a derivada muda de sinal; ela passa de mais para menos. 

A função admite, então, um máximo para x=1. O valor da função 
neste ponto é: 


Maa=>3 - 


Estudemos o segundo ponto crítico x, = 3: 
para TZ < 3, temos y' = (+)-(—)<0; 
para z > 3, temos y' = (+)-(+) > 0. 
Isto significa que na vizinhança do ponto x= 3, a derivada muda de 


sinal; ela passa de menos para mais. A função tem, pois, um mínimo para 
x=3. O valor da função neste ponto é: 


(y)e=3 = 1. y 


Os resultados do nosso estudo permitem- 
enos construir o gráfico da função (fig. 106). 


J 
y-5-21%31+1 


Exemplo — 2. Achar os máximos e os 
mínimos da função 
yv=(2—1) y z. 
Resolugáo — 1. Calculemos a derivada: 
2(x— 1)  5r-—2 
ya 3y 
2. Achemos os valores críticos da variável 


independente: a) achemos os pontos onde a deri- 
vada se anula 


,_ ör—2 2 


y'=V 124 


= ———=0, = , 
3y z Ag 


b) determinemos os pontos de descontinuidade 
da derivada (neste presente caso a função 
torna-se infinita). O ponto 


y 


Fig. 106 


T = 0 


está evidentemente no número destes últimos. (Notemos que a função é definida 
e contínua no ponto x, = 0). 
Não há outros pontos críticos. 


3. Determinemos a natureza dos pontos críticos encontrados. Estudemos 
o ponto x, = = - Notemos que 
(Y) 2<0, (y) 2>0; 
x< 5 x > 5 


podemos, então, concluir que a função admite um mínimo no ponto x= =. 
O valor da função no ponto mínimo é igual a 


(1) =(4-4) y ¿--2 /£ 
gs 5 5V 5: 
5 


N 
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Estudemos o segundo ponto crítico x=0. Resulta de 


WDeco>0r (Wes <O 


que a função tem um máximo no ponto x=0. Além disso, (y)x=o = 0, 
O gráfico da função considerada está 
representado na figura 107. 


$ 5. Estudo do máximo e 
do mínimo das funções com 
auxílio da derivada segunda 


Seja y = f(x) uma função cuja 

x derivada se anula no ponto x = Xy, 

isto é, f' (xı) = 0. Suponhamos, além 

disso, que a derivada segunda f” (x) 

existe e é contínua numa vizinhanca 

do ponto x,. Podemos, então, enun- 
ciar o teorema seguinte. 


Teorema — Seja f' (x,) = 0; en- 
tão, a função tem um máximo no 
Fig. 107 ponto X =X, se f”(x)<0 e um 
mínimo se f” (xı) > 0. 


Demonstração — Demonstremos, primeiramente, a primeira parte 
do teorema. Sejam 


F(z)=0 e Ff(z)<o. 


Sendo f” (x), por hipótese, contínua numa certa vizinhança do 
ponto x =x, existe, evidentemente, um segmento suficientemente 
pequeno que contém o ponto x, em todo o ponto, no qual a derivada 
segunda f” (x) é negativa. 

Mas f” (x) é derivada da derivada primeira f” (x) = (f (x))'; eis 
porque resulta da condição (F (x) < O que a função f(x) é decres- 
cente sobre o segmento que contém x = x, ($ 2, Cap. 5). Mas f(x) = 0, 
por conseguinte, sobre este segmento temos f'(x) >0 para x<x, e 
f(x) <0 para x > x, isto é, que a derivada f(x) muda o veu sinal 
de mais para menos quando se passa pelo ponto x = x,. Isto significa 
precisamente que a função f(x) tem um máximo no ponto x,. A pri- 
meira parte do teorema está assim demonstrada. 

Demonstra-se, duma maneira análoga, a segunda parte do teo- 
rema: se f” (x) > 0, então, f'” (x) > 0 em todos os pontos dum certo 
segmento contendo o ponto x, logo sobre este segmento f” (x) = 
= (f (V > 0, e, por conseguinte, f(x) é crescente. Como f'(x,) = 0, 
isso significa que passando pelo ponto x,, a derivada f(x) muda 
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o seu sinal de menos para mais, por outras palavras, a função f(x) 
lem um mínimo no ponto x = x. 

Se no ponto crítico f” (x) = 0, a função pode, ou admitir neste 
nto um máximo ou um mínimo, ou não ter extremo neste ponto. 
m casos semelhantes, o estudo da função deverá ser feito segundo 

o primeiro método (ver $ 4, Cap. 5). | 

O estudo dos extremos com o auxílio da derivada segunda pode 

scr esquematizado no quadro seguinte. 


1º (23) j” (x1) Naturae as ponto 


e | Máximo n 


+ | Mínimo q 


0 | Não determinada 


Exemplo — 1. Determinar os máximos e os mínimos da função 
y = 2 sen z + cos 2z. 


Resolução — Sendo a função periódica (o período é igual a 27), basta 
estudar o comportamento da função sobre o segmento [0, 27]. 


1. Calculemos a derivada: 
yv'=2cosz—2sen2r=2(cosz—2senzcosz)=-2cosz(1—2sen z). 
2. Achemos os valores críticos da variável independente: 

2 cos z (1—2 sen z) =0, 


É Gas Z , r= 5 > ge. =$ 
6 2 6 2 
3. Calculemos a derivada segunda: 
y”= —2 sen r— 4 cos 2r. 
4) Determinemos a natureza de cada ponto crítico: 
Aa —2 y4 = —3 < 0. 


Por conseguinte, temos um máximo no ponto x, =p: 
1,1_3 
E ° 
Por outro lado, 


u") =-—21+41=2>0. 
ie 
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j E T 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x, a 


M) =2:1—1=1. 
xr=— 


2 


5 
No ponto x, = = temos: 


E ENE DE 
0) se == 234 =3<0, 


6 


; E 5a 
Por conseguinte, a função tem um máximo no ponto ==: 


Finalmente 
09 sa = —2(—1)—4(—1)=6>0.: 


TE- 
, , ST. 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x, =-7 : 
(Y) 3n =2(—1)—1=—3. 
= | 
O gráfico da função considerada está representado na figura 108. 


Fig. 108 


Mostremos, com exemplos, que se f'(x)=0 e f(x)=0, a 
função pode ter no ponto x, ou um máximo ou um mínimo, ou 
não ter qualquer extremo. 

Exemplo — 2. Determinar os máximos e os mínimos da função: 

y = 1 — zê. 

Resolução — 1. Achemos os pontos críticos: 

y = — 4r, — 43 = 0, z = 0. 
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2. Determinemos o sinal da derivada segunda no ponto x = O: 
y” AS 122º, (Y”)x=0 = 0. 
Por conseguinte, náo podemos, neste caso, determinar a natuzera do ponto 
crítico considerado com o auxílio do sinal da derivada segunda. 
3. Estudemos a natureza do ponto crítico empregando o primeiro método 
(ver $ 4, Cap. V). 
(y)a<o > 0,  (y)x>0 < 0. 
A função tem, pois, um máximo no ponto x=0. O valor da função 


neste ponto é: 
(y)x—o = 1. 


O gráfico da função considerada está representado na figura 109. 


y 


Fig. 109 Fig. 110 Fig. 111 


Exemplo — 3. Determinar os máximos e os mínimos da função: 

y = 2. 
Resolução — Procedendo de acordo com o segundo método, encontramos: 
1) yy =6,y' = 62 =0,x=0; 2) y” = 302%, (y)-o = 0. 


O segundo método não permite, pois, julgar da natureza dos pontos 
críticos. O emprego do primeiro método impõe-se: 


(y)x<o <0, (y)x>0 > 0. 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x=0 (fig. 110). 
Exemplo — 4. Achar os máximos e os mínimos da função: 
y = (z — 4). 
Resolução — Segundo método: 
y =3 (r — 1), 3 (2 -1?=0,x=14; 
y” = 6 (z — 1), (Ux=1 = 0; 
assim, o emprego do primeiro método impõe-se, visto que o segundo método 
é ineficaz: 
(Usci >0 U> >0. 


Por conseguinte, a função não tem nem máximo nem mínimo no ponto 
x=1 (fig. 111). 
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$ 6. Maior e menor valor duma funcáo sobre um segmento 


Seja y = f(x) uma função contínua sobre um segmento [a, b]. 
Ela atinge, então, sobre este segmento o seu maior valor e o seu 
menor valor (ver $ 10, Cap. ID. Suponhamos que esta função tem 
um número finito de pontos críticos sobre este segmento. Se o maior 
valor é atingido no interior do: segmento [a, b], ele identificar-se-á, 
evidentemente, com um dos máximos da funcáo 
(se houver vários máximos), mais precisamente, 
com o maior destes máximos. Mas pode igual- 
mente suceder que o maior valor seja atingido 
numa das extremidades do segmento considerado, 

Assim, sobre o segmento [a, b] a função 
f(x) atinge o seu maior valor, quer numa das 
extremidades do segmento considerado, quer num 
dos pontos críticos interiores que é precisamente 
um máximo. 

Este raciocínio aplica-se igualmente ao 
menor valor duma função definida num dado 
intervalo; ele é atingido quer numa das extre- 
midades do segmento, quer num dos pontos 
críticos interiores que é im mínimo, 

Resulta do precedente a seguinte regra: para 
calcular o maior valor duma função contínua 
sobre o segmento [a, b] procede-se do seguinte 
modo: 

1) procura-se todos os máximos da função 
sobre o segmento considerado; 

2) determina-se o valor da função nas 
extremidades do segmento calculando-se f (a) 
e f(b); 

3) escolhe-se o maior destes valores; ele 

Fig. 112 será justamente o maior valor da função sobre 

o segmento considerado. 

Proceder-se-á duma maneira semelhante para determinar o menor 

valor duma função sobre um dado segmento. 


Exemplo — Determinar o maior e o menor valor da função y = x3 — 3x + 3 
sobre o segmento | -3: 5] R 

Resolução — 1. Achemos os máximos e os mínimos da função sobro 
o segmento | —3: 5]: 


y! = 32? — 3, 3z? — 3 = 0, t= 1, t: = — 1, 
y” = ôr, (y”)x=1 = 6> 0. 
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Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x= 1: 


(y)x=1 = f. 
Por outro lado, 
(y”)zx= -1 = — 6 <0. 
Por conseguinte, a função tem um máximo no ponto x= — 1: 
Yx=-1 = 5. 
2. Calculemos o valor da função nas extremidades do intervalo: 
15 
Wa = ga (Y) x3 = — 15. 
=» 
O maior valor da função considerada sobre o segmento [| =3; y] é: 
(Y)x= -1 == 5, 
o seu menor valor é: 
(Ves a 15. 


O gráfico da função considerada, está representado na figura 112. 


$ 7. Aplicação da teoria do máximo e do mínimo 
das funcóes na resolucáo de problemas 


A teoria do máximo e do mínimo das funções permite resolver 
numerosos problemas de geometria, de mecánica, etc. Consideremos 
alguns problemas desta natureza. 


Fig. 113 


Problema — 1. O alcance da trajectória R = OA (fig. 113) dum 
projéctil lançado (no vácuo) com uma velocidade inicial vo sob um 
ângulo y com o horizonte é dado pela fórmula 


vo sen 2q 
8 


(sendo g a aceleração da gravidade). Para uma dada velocidade inicial 


Vo, determinar para que valor do ângulo p o alcance da trajectória 
será máximo. 


R = 
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Resolução — A grandeza R é uma função do ângulo q. 
Estudemos os máximos desta função sobre o segmento 0 < y < 5 ; 


dR  2vĝcos a 2v3 cos 2p 


— =; SV; 
dp g g 
o valor crítico é =: 
por outro lado, 
PRO 4vo sen 29. (2) = 4% 0 
de” g de” g 
A no R apresenta, por conseguinte, um máximo para O 
valor q =3 
2 
(R) a = 
4 E 


Os valores da função R nas extremidades do segmento o; z] 


sao: 
(Po=0 == 0, (R) = — = 0. 


O máximo achado é o maior valor de R. 


Problema — 2. Quais devem ser as dimensões dum cilindro de 
volume v para que a sua superfície total S seja mínima, 


Resolução — Designando por r o raio da base do cilindro e 
por h a altura, temos: 
S = 2nrº + 2arh. 


Sendo dado o volume, h exprime-se em função de r pela fórmula 


v= nrêh, 
donde 
v 
h = —. 
nr? 


Substituindo este valor de h na expressão de S, temos: 


v 
S=2nr + 215 an 
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ou 


a SD 
s=2 (art + z). 


v é aqui um número dado. Por conseguinte, exprimimos S em função 
duma só variável independente r. 
Achemos o menor valor desta função no intervalo O <r < o: 


A a(z Z) j 
r? 


dr 
3 
U V 
2r — E == 0, rı = a 
r 21 


ds 2v 
( dr? IM = (2n F EAN >0. 


Por conseguinte, a função S tem um mínimo no ponto r = r. 
Notemos que lim $ = œ e limS = o, isto é, que a superfície total 
r= 


r—%0 


se torna infinita para r>0 ou r— œ. Concluímos, pois, que a 
função S atinge o seu menor valor no ponto r = r. 


de VE 
Mas, se r= ya , então, 
21 


3 / 
nr? 27 


Daí resulta que a área total dum cilindro, para um dado volume, 
será mínimo se a altura do cilindro for igual ao diâmetro da base. 


$ 8. Estudo dos máximos e dos mínimos duma função 
com o auxílio da fórmula de Taylor 


Indicamos, no $ 5 do Capítulo V, que se no ponto x = a, f' (a) = 0 
e f” (a) = 0, a função pode ter ou um máximo, ou um mínimo neste 
ponto, mas pode igualmente não ter extremo. Em casos semelhantes 
recomendamos determinar os extremos estudando o comportamaento 
da derivada primeira à esquerda e à direita do ponto crítico x = a. 

Vamos mostrar agora como esta questão pode ser resolvida com 
o auxílio da fórmula de Taylor ($ 6, Cap. IV). 


13 
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Suponhamos que, não sómente f” (x), mas também as derivadas 
sucessivas da função f(x), até à ordem n, inclusivé, se anulam no 


ponto x=a: Ea E Segui de O S 
f (a) =f (a) =... =f" (a) =0, (1) 
mas que fº+ (a) 0. 


Suponhamos, além disso, que as derivadas da função f(x) de 
ordem n + 1, inclusivé, são contínuas na vizinhança do ponto x = a. 

Tendo em conta (1), a fórmula de Taylor para a função f(x) 
tomará a forma: 


(ca ent) 
f (x) = f (a) + Ea, 2 
FAN (5) (2) 
em que É é um número compreendido entre a e x. 

Como AN (x) é contínua na vizinhança do ponto a e que 
f(n+D (a) £0, existe um número positivo A, bastante pequeno, tal que 
para todo x satisfazendo a desigualdade |x — a| < h se tem $("+D (x) € 
0. Mais, se f") (a) > 0, teremos f “+D (x) >'0 em qualquer ponto 
do intervalo (a— h, a+ h), se fM+D (a) < 0 teremos ftd (x) < O 
em qualquer ponto deste intervalo. 

Ponhamos a fórmula (2) sob a forma 


_ (z ay” n+1) , 
edi (29 


e consideremos diferentes casos. 
Primeiro caso—n é ímpar. 


a) Seja f("*D (a) < 0. Então, existe um intervalo (a — h, a + h) 
em que a derivada (n + 1) é negativa em cada ponto. Se x é um 
ponto deste intervalo, ¿ está igualmente compreendido entre a— h 
e a+h e, por conseguinte, f("+*D (£) < 0. Sendo n+ 1 um número 
par, (x — a)rtl> 0 para xa e deste modo o membro direito da 
fórmula (27) é negativo. 

Por conseguinte, para x > a temos em qualquer ponto do intervalo 


— h, h 
AER (5) —1()<0; 


o que significa que a função tem um máximo no ponto x = a. 
b) Seja f("+D (a) > 0. Neste caso, para h suficientemente pequeno 
temos f("+D (£) > 0 em todo o ponto x do intervalo (a — h, a + h). 
Por conseguinte, o membro direito da fórmula (2) é positivo, 
isto é, que em todo o ponto do intervalo considerado teremos: 


o que significa que a função tem um mínimo no ponto x = a. 


ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES 195 


Segundo caso—n é par. 


Então n + 1 é ímpar e a quantidade (x — a)”+1 tem diferentes 
sinais, consoante seja x<a ou x>a. 

Se h é suficientemente pequeno em valor absoluto, a derivada 
(n + 1) conserva em todo o ponto do intervalo (a— h, a+ h) o 
mesmo sinal que no ponto a. Resulta daí que f(x) — f(a) têm dife- 
rentes sinais conforme seja x<a ou x>a. Isto significa precisa- 
mente que a função não tem extremo no ponto x =a. 

Notemos que se para n par f("+*1 (a) > 0, então, f(x) < f(a) 
para x<a e f(x) >f(a) para x > a. 

Se para n par f'"*D (a) < 0, então, f(x) > f(a) para x<a e 
f(x) < f (a) para x > a. 

Pode-se enunciar os resultados obtidos da maneira seguinte. 

Se se tem para x=a: 


fla =f a=... = f (a) =0 


e se a primeira derivada f”+1(a) que não se anula no ponto a é de 
ordem par, então, 


f(x) tem um máximo no ponto a se f("+D (a) < 0; 
f(x) tem um mínimo no ponto a se f(7+1D (a) > 0. 


Se a primeira derivada que náo se anula no ponto a é de ordem 
ímpar, a função não tem extremo neste ponto. Além disso, 


f(x) é crescente se f("+D (a) > 0; 
f(x) € decrescente se [MD (a) < 0. 


Exemplo — Achar os máximos e os mínimos da funcio: 
f (z) = zt — 48 + 62? — 4r + 1. 
Resolução — Procuremos os valores críticos da função: 
f (1) = 4r? — 12r? + 127 — 4 = 4 (£? — 32? + Ir — 1). 
Encontramos a equação: 
4 (13 — 33? + 3z — 1) = 0 
em que o único ponto crítico é: 
= 
(pois esta equação apenas tem uma única raíz real). 
Determinemos a natureza do ponto crítico x= 1: 
F” (1) = 122 — 24r + 12 = 0 para z= 4. 
f" (2) = 24r — 24 = 0 para z = 1, 
TAM (z) =24> 0 qualquer que seja x. 
Por conseguinte, a função f(x) tem um mínimo no ponto x = 1. 
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$ 9. Convexidade e concavidade das curvas. Pontos de inflexão 


Consideremos no plano uma curva y = f(x) cujo gráfico é O 
duma função unívoca e derivável, 


Definição — 1. Diz-se que a curva tem a sua convexidade vol. 
tada no sentidos dos y positivos no intervalo (a, b) se todos os pontos 
da curva se encontram por baixo da tangente em qualquer um dos 
pontos desta curva nesse intervalo. 

Diz-se que a curva tem a sua convexidade voltada para os y 
negativos no intervalo (b, c), se todos os pontos desta curva se encon- 
tram por cima da tangente em qual- 
quer um dos pontos desta curva nesse 
intervalo. 

Diz-se que uma curva, cuja 
convexidade está voltada para os y 
positivos, é uma curva convexa; de 
igual modo diz-se que uma curva, 
cuja convexidade está voltada para 
Os y negativos, é uma curva côncava. 

Dá-se na figura 114 uma curva 

Fig. 114 que é convexa no intervalo (a, b) e 
cóncava no intervalo (b, c). 

A orientação da convexidade é uma característica importante 
da forma da curva. Neste parágrafo determinaremos os critérios que 
permitem definir a orientação da convexidade da curva representativa 
da funcáo y = f(x) em diversos intervalos. 

Demostremos o seguinte teorema. 


Teorema — 1. Se a derivada segunda da função f(x) é negativa 
em qualquer ponto do intervalo (a, b), isto é, se f” (x) < 0, a curva 
y =f(x) tem, então, a sua convexidade voltada para os y positivos 


2 


(a curva é convexa) neste intervalo. 

Demonstração — Escolhamos um ponto arbitrário x = x, no inter- 
valo (a, b) (fig. 114) e tracemos a tangente à curva no ponto da 
abcissa x = xo. O teorema ficará demonstrado se provarmos que todos 
os pontos da curva neste intervalo estão dispostos por baixo da tan- 
gente, ou, por outras palavras, se a ordenada dum ponto arbitrário 
da curva y = f(x) é menor que a ordenada y da tangente para um 
mesmo valor de x. 

A equação da curva é 


y=1f(0). (1) 
A equação da tangente à curva no ponto x =X, é 
y — Í (20) = F (20) (x — T0) 
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ou 


y = f (£o) + f (£o) (£ — Zo). (2) 


Resulta das equações (1) e (2) que a diferença das ordenadas 
da curva e da tangente correspondente a um mesmo valor de x é 


igual a E 
y — y = Í (x) — f (zo) — f (£o) (£ — 10). 
Apliquemos o teorema de Lagrange à diferença f(x) — f (xo): 
y — y =f (c)-(a — To) — f (To): (£ — T0) 
(em que c está compreendido entre x, e x); então, 
y— y= [F (c) — F (2p)] (£ — xo). 


Apliquemos de novo o teorema de Lagrange à expressão entre 
parêntesis; então, 


y — y =f" (c) (c — To) (£ — To) (3) 


(em que c, está compreendido entre x, e c). 
Consideremos, primeiramente, o caso x œ> xo. Neste caso xo < 
<c <x; dado que 


z — zt œQ, c—x>0 


e que, por hipótese, " 
f (cı) <0, 


resulta da igualdade (3) que y— y < 0. 

Consideremos agora o caso x < xo. Neste caso x <c < c < X 
e x— Xo < 0, c — xo < 0; mas, como por hipótese, f” (c,) < 0, resulta 
da igualdade (3) que 


y—y <0. 


Assim demonstramos que cada ponto da curva se encontra por 
baixo da tangente à curva neste ponto quaisquer que sejam os valores 
de x e de x, no intervalo (a, b). Isto significa justamente que a curva 
é convexa. O teorema está demonstrado. 

Demonstra-se duma maneira análoga o teorema seguinte. 


Teorema — 1”. Se a derivada segunda da função f(x) é positiva 
em cada ponto do intervalo (b, c), isto é, se f” (x) > 0, a curva y = f(x) 
tem, então, a sua convexidade voltada para os y negativos nesse inter- 
tervalo (a curva é côncava). 


Nota — Os teoremas 1 e 1” podem ser interpretados geomêtri- 
camente da maneira seguinte. Consideremos. uma curva y = f (x) cuja 
convexidade está voltada para Os y positivos no intervalo (a, b) (fig. 115). 
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A derivada f'(x) é igual à tangente do ángulo a formado pela tangente 
à curva no ponto de abcissa x e o eixo Ox; por outras palavras, 
F (x) = tga. Eis porque f” (x) = [tg al'z. Se f” (x) < O para todo o x 
do intervalo (a, b), então, tga decresce para x crescente. Geomêétri- 


Fiz. 116 


camente é evidente que se tga decresce para x créscente, a curva 
correspondente é convexa. O teorema 1 dá a demonstração analítica 
desta propriedade geométrica. 

O teorema 1” é susceptível duma interpretação geométrica aná- 


loga (fig. 116). 


Fig. 117 Fig. 118 Fig. 119 


Exemplo — 1. Determinar os intervalos de convexidade e de concavidade 
da curva 
y=2-— e, 
Resolução — A derivada segunda 
y” =-—2<0 
para todos os valores de x. Por conseguinte, a convexidade da curva é sempre 
orientada para cima (a curva é sempre convexa) (fig. 117). 
Exemplo — 2. Seja y = ex. 
Como = E ss 
para todos os valores de x, a curva é côncava, isto é, a sua convexidade está 
orientada para baixo (fig. 118). 
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Exemplo — 3. Seja a curva definida pela equação 
y = a, 

Como j 
y = 6x, 


y” <0 para x<0 e y”>0 para x>0. Por conseguinte, a curva tem a 
sua convexidade orientada para cima para x<0 e para baixo para x> 0 
(fig. 119). 

Definição — 2. Chama-se ponto de inflexão ao ponto que separa 
a parte convexa duma curva contínua da sua parte côncava. 

Os pontos O, A e B das figuras 119, 120 e 121 são pontos de 
inflexão. 

É evidente que num ponto de inflexão a tangente atravessa a 
curva, visto que dum lado deste ponto a curva está disposta por 
baixo da tangente e do outro lado por cima. 


y 
A 
0 a T 
Fig. 120 “Fig. 121 


Estabeleçamos agora as condições suficientes pata que um ponto 
da curva seja um ponto de inflexão. 


Teorema — 2. Seja y = f(x) a equação da curva. Se f” (a) = 0 
ou se f” (a) não existe e a derivada segunda f” (x) muda de sinal pas- 
sando pelo valor x=a, o ponto da curva da abcissa x=a é um 
ponto de inflexão. 


Demonstração — 1. Seja f” (x) < 0 para x<a e f”(x) > 0 para 
x >. 

Então, a convexidade da curva está voltada para os y positivos 
para x<a e para os y negativos para x>a. Por conseguinte, O 
ponto 4 da curva da abcissa x =a é um ponto de inflexão (fig. 120) 

2. Se f”(xX)>0 para x<b e f"(x)<0 parax>b, a curva 
tem a sua convexidade voltada para os y negativos para x < b e para 
os y positivos para x > b. Por conseguinte, o ponto B da curva de 
abcissa x = b é um ponto de inflexão (ver (fig. 121). 


Exemplo — 4. Achar os pontos de inflexão e determinar os intervalos de 
convexidade e de concavidade da curva 


y=? (curva de Gauss). 
Resolução — 1. Calculemos as derivadas primeira e segunda: 
y'= —2ze Re y” = 20 (222 — 1). 
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2. A derivada segunda existe sempre. Achemos os valores de x para 
os quais y” = 0 -x2 
Ze * (212—1)=0, 


RE A 
1 i IA 9 
3. Estudemos os valores obtidos: 


1 E 
para A tem-se Y” >0», 


para EE Y y , tem-se y" <0; 
5 E ? 
a derivada segunda muda de sinal na vizinhança: do ponto x,. Por conseguinte, 


vV 


coordenadas deste ponto são: (— 1 ; e?) 


4] 
para z < YE , tem-se y”"<O, 


o ponto da curva de abcissa x, = — é um ponto de inflexão. As 


1 
para r > —— tem-se y” >0. 
V2' 


1 
A 


inflexão. As coordenadas deste ponto são: ( Zi , e 2) i 


Por conseguinte, para x, = a curva tem igualmente um ponto de 


Por outro lado, a existência deste segundo ponto de inflexão, resulta 
imediatamente da simetria da curva em relação ao eixo Oy. 


4. Resulta do que se acaba de dizer que 


a curva é côncava para —coLr<——— 


1 1 
a curva é convexa para ——=— < t < +—=, 
y2 va 


curva é côncava para datar <z<-+oo. 


S. Resulta da expressão da derivada primeira 
1 : —x2 
y = —2zre 
que 
para x <0 se tem y'> 0, logo a função é crescente; 
para x> 0 se tem y'< 0, logo a função é decrescente; 


para x = 0 se tem y' = 0. 
A função tem um máximo neste ponto, a saber y= 1. 
Agora é fácil graças aos resultados obtidos, traçar o gráfico desta 
função (fig. 122). 


Exemplo — 5. Achar os pontos de inflexão da curva 


y = a, 
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Resolugáo — 1. Calculemos a derivada segunda: 
y” = 122º. 
2. Determinemos as raízes da equação y” = 
127º = 0, 1=0. 

3. Estudemos o valor obtido x= 0 

para x < 0, tem-se y” > 0, a curva é côncava; 

para x > 0, tem-se y” > 0, a curva é convexa, 
Por conseguinte, a curva não tem ponto de inflexão (fig. 123). 


z|- 


TES 
yZ 


Fig. 122 


Exemplo — 6. Achar os pontos de inflexão da curva 
1 


y=(24)3, 
Resolugáo — 1. Calculemos as derivadas primeira e segunda: 
2 5 
Éin 4 =3 : 2 Eiun 
y =7 (1—1) É; y=-q(1) ?. 


2. A derivada segunda não se anula em nenhum ponto, mas ela não 
existe para x=1 Q” == 00) 


Fig. 123 Fig. 124 
3. Estudemos o valor x=1 
para x < 1, tem-se y” >0, a curva é cóncava; 
para x > 1, tem-se y” < 0, a curva é convexa, 


A curva tem, pois, um ponto de inflexão para x= 1. É o ponto (1; 0). 
Notemos que y'= œ© para x= 1, isto é, que a tangente à curva neste 
ponto é paralela ao eixo Oy (fig. 124). 
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$ 10. Assímptotas 


Acontece frequentemente ter-se que estudar a forma da curva 
y=f(x) e, por conseguinte, o comportamento da função quando 
as coordenadas dum ponto variável da curva tendam para O infinito 
(em valor absoluto). No decurso dum tal estudo, um caso particular 
nos retém sobretudo a atenção. É aquele em que a curva considerada 
se aproxima indefinidamente duma dada recta, quando um ponto variá- 
vel tomado sobre esta curva tende para o infinito (*). 


Fig. 125 Fig. 126 


Definição — A recta A chama-se assímptota duma curva, se a 
distância ¿8 dum ponto variável M da curva a esta recta tende para 
zero, quando o ponto M tende para o infinito (fig. 125 e 126). 

Na sequência, distinguiremos as assímptotas paralelas (isto é, 
paralelas ao eixo das ordenadas) e oblíquas (isto é, não paralelas ao 
eixo das ordenadas). 


I. Assímptotas paralelas ao eixo Oy. 


Resulta da definição de assímptota que se lim f(x) = o 
x>a+0 


ou lim f) = œ, Ou lim f(x) = o, então, a recta x=a é uma 
x—>a— x=>4a4 
assímptota da curva y = f(x). Inversamente, se a recta x=a é uma 
assímptota a esta curva, então, uma das igualdades anteriores é satisfeita. 
Por conseguinte, para determinar as assímptotas paralelas ao 
eixo Oy, é necessário achar os valores x = a para os quais a função 
y = f(x) tende para o infinito quando x>a. Se um tal valor de 
x existe, a recta x=a será uma assímptota da curva paralela ao 
eixo Oy. 


(*) Diz-se que o ponto variável M tomado sobre a curva tende para 
o infinito, se a distância deste ponto da origem das coordenadas aumenta 
indefinidamente. 
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r 2 ¿ tem uma assímptota paralela ao eixo 
Oy, é a recta x=5, visto que y >00 para x>5 (fig. 127), 


Exemplo — 1. A curva y = 


y 


Fig. 127 


Exemplo — 2. A curva y = tgx tem uma infinidade de assímptotas para- 
lelas ao eixo Oy. São as rectas 


a 31 57 
Ze 2? E 


Lb=-=E 


Isto resulta de tg —> © quando x tende para um dos valores 


e a pardo O 
TU 31 5a . 
5" a 9 de (fig. 128). 
y 
y=tgx 
NL: 7 A Ín Sn 
2 2 2 
EN 0 n 2n X 
Fig. 128 


Exemplo — 3. A recta x=0 é uma assímptota paralela ao eixo Oy 
1 


para a curva y=e * visto que lime“ = (fig. 129). 
x>-+0 
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II. As assíimptotas oblíquas. 


Suponhamos que a curva y = f(x). tem uma assímptota oblíqua 
cuja equação é 
y = kzt + b. (1) 


Determinemos os números k e b (fig. 130). Seja M (x, y) um 
ponto da curva e N (x, y) um ponto da assímpota. 


Fig. 129 Fig. 130 
O comprimento do segmento MP é igual à distância do ponto M 
à assímptota. Por hipótese 
lim MP =Q. (2) 


qo 


Designemos por y o ángulo formado pela assímptota e o eixo Ox. 
Resulta do triângulo NMP que 


MP 
cos q 


NM = 


sendo py um ângulo constante diterent de z) , resulta da igualdade 


lim NM=0, (2°) 
x—> + 
e inversamente, da igualdade (2^) resulta a igualdade (2). Mas 
NM =|QM —QN |=| y—y | =| f(x) — (kz +b) |, 
e a igualdade (27) se transforma em 


Jim [f (2) — kz — b]=0. (3) 


Assim, se a a E é uma assímptota, a igualdade (3) € veri- 
ficada, e recìprocamente, se as constantes k e b verificam a igual- 
dade (3), a recta y = kx + b é uma assímptota. 


anterior que 
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Determinemos agora k e b. Pondo x em factor na igualdade (3), 
temos: 
lim A =o. 
x>+00 TE XI 
Como x=> + co, devemos ter 


lim (O to 
x 


x—> +0 £ 


Mas como b é constante, lim Ea = 0. Por conseguinte, 


X> 00 


£ 
lim [+2 -| = 0, 
z 


x>+00 
ou 
k= lim L (4) 
x>+o £ 
Conhecendo k, achamos b da igualdade (3): 
o [f (x) — kz]. (5) 


Assim, se a recta y= kx +b é uma assímptota, acha-se os 
coeficientes k e b com a ajuda das fórmulas (4) e (5). Inversamente, 
se os limites (4) e (5) existem, a igualdade (3) é verificada e a recta 
y= kx +b é uma assímptota. Se um dos dois limites (4) e (5) não 
existe, a curva não tem assímptota. 

Notemos que estudamos esta questão referindo-nos à figura 130 
para x —> + co, mas todos os nossos raciocínios são igualmente válidos 
para v caso em que x> — o. 


Exemplo — 4. Achar as assímptotas da curva 


_ a 2r— 
y == ——_— 


Resolução — 1. Procuremos as assímptotas paralelas ao eixo Oy: 


quando zr — — 0, y> + o; 
quando z — + 0, y >= — œ. 


A recta x=0 é, por conseguinte, uma assímptota paralela ao eixo Oy. 
2. Procuremos as assímptotas oblíquas: 
2 = 
k= ho Es lim te jm e 
ato T Xp $00 z? > +00 T T 


=1, 


206 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


: k=1, 
isto é, 

b= lim [y—zx]= lim stai E 

X— + 00 Xx] 00 T 
2 —4Ąi—z? 
= lim tiir] lim 2—Ż ] =z, 

X— +90 T X=» +0 T | 

assim, 
b= 2. 
Por conseguinte, a recta 
y=r+2 


é uma assímptota oblíqua da curva considerada. 
Para estudar a posição da curva em relação à sua assímptota, consi- 
deremos a diferença das ordenadas da curva e da assímptota correspondente 


a um mesmo valor de x: 


z2? +-2r—1 4 
ES =p ee 
y ; 
Para x>0 esta diferença é nega- 


tiva, e para x < 0 positiva, por conseguinte, 
para x > O a~curva está disposta por baixo 
e para x <0 por cima da sua assímptota 
(fig. 131). 
¿y Exemplo — 5. Achar as assímptotas 
= Z2+2r-] > da curva 
T y = e™ .senz + z. 
PN Resolução — 1. É evidente que não 
há assímptota paralela ao eixo Oy. 


2. Procuremos as assímptotas oblí- 
A E 
eXgent4x 


=X 
= lim 2 44] 4, 


x=>H00 
b== lim [e* senz+x—x]= 
X>- 
f j = lim e7* sen z=0. 
Fig. 131 PATO 
Por conseguinte, a recta 
y = 12 
é uma assímptota oblíqua para x —> + œ. 
A curva considerada não tem assímptota para x— — œ. Com efeito, 


À ; ; | es o a | 
lim 4 não existe, visto que Z = “nx + 1 (o primeiro termo cresce 
Xx-+— oo T 


indefinidamente quando x->-— c0 e, por conseguinte, o limite não existe). 
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$ 11. Esquema geral do estudo das funções 
e da construcáo dos gráficos 


O estudo das funções resume-se geralmente em determinar: 

1) O domínio natural de definição da função; 

2) Os pontos de descontinuidade da função; 

3) Os intervalos de crescimento e decrescimento da função; 

4) Os pontos de máximo e de mínimo, bem como os valores 
máximos e mínimos da função; 

5) Os domínios de convexidade e de concavidade do gráfico, 
os pontos de inflexão; 

6) As assímptotas do gráfico da função. 


Este estudo permite traçar o gráfico da função (por vezes é 
preferível esboçar os elementos do gráfico destes elementos paralela- 
mente ao desenvolvimento do estudo). 


Nota — 1. Se a função considerada y = f(x) é par, isto €, tal 
que o valor da função não mude quando a variável independente 
muda de sinal, por outras palavras, se 


H— 1) =f (2), 


basta estudar a função e construir o seu gráfico unicamente para os 
valores positivos da variável independente pertencente ao domínio de 
definição. No que respeita à parte do gráfico correspondente aos valores 
negativos da variável independente, basta notar que o gráfico duma 
função par é simétrico em relação ao eixo das ordenadas. 


Exemplo — 1. -A função y = x? é par, visto que (— x)? = (x?) (ver fig. 5). 


Exemplo — 2. A função y = cosx é par, visto que cos (— x) = cosx 
(ver fig. 16). 


Nota—2. Se a função y = f(x) é ímpar, isto é, que ela muda 
o seu sinal quando a variável independente muda de sinal, por outras 
palavras, se 


H— 2) =— f(x), 


basta estudar únicamente os valores positivos da variável independente. 
O gráfico duma função ímpar é simétrico em relação à origem das 
coordenadas. 

Exemplo —3. A função y=x* é ímpar, visto que (— x} = — x3 
(ver fig. 7). 

Exemplo — 4. A função y = senx é ímpar, visto que sen (— x)= — sen x 
(ver fig. 15). 


Nota—3. É, por vezes, preferível inverter a ordem das operações 
a éfectuar quando se inicia o estudo duma função concreta, porque 
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certas propriedades da função permitem, por vezes, deduzir outras. 
Por exemplo, se estabelecemos já que a função considerada é contínua 
e derivável, e que determinamos os pontos do máximo e do mínimo, 
por isso mesmo determinamos os intervalos de crescimento e de decres- 
cimento da função. 


Exemplo — 5. Estudar a função 


x T 
s= + 72 
e construir o seu gráfico. 


Resolução — 1. O domínio de definição da função é o intervalo 
-— © <x< 00. Notemos imediatamente que y <0 para x<0 e que y>0 
para x>o0. 

2. A função é sempre contínua. 

3. Procuremos os máximos e os mínimos desta função. Partindo da 


igualdade 
po iaa 0 
“drop 
encontramos os pontos críticos: 
a 1, La = 1. 


Estudemos a natureza dos pontos críticos: 


y” < 0 para t < — 1, 
y' œ 0 Para z > — 4, 
A função tem, pois, um mínimo no ponto x= — 1: 
Ymin = (Y)x=-1 = — 0,5. 
Por outro lado, 
y >0 para z<1, 
y < 0 para z> 41. 
Por conseguinte, a função admite um máximo no ponto x= 1: 
Ymax = (Y)x:=1 =0,5. 
4. Determinemos os intervalos de crescimento e de decrescimento da 
função: 
y <0 para — œ <x < — 1, a função é decrescente; 
y >0 para —1<x<1, a função é crescente; 
y <0 para 1<x< 00, a função é decrescente. 


5. Determinemos os intervalos de convexidade, de concavidade e os 
pontos de inflexão da curva. 
Resulta da igualdade »_ 22 (22 —3) 


a 


que 
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Estudemos y” em funcáo de x: 
para —œ < r <— 1⁄3 tem-se y”<O0Q, a curva é convexa; 
para —Vi<z<0 tem-se y” >0, a curva é côncava; 


para 0< z< 13 tem-se y” < 0, a curva é convexa; 
para “V3 [LIL tem-se y””>0, a curva é côncava. 
Por conseguinte, o ponto de coordenadas z= —V3, y= Y é um 


o) 


ponto de inflexão. Vê-se igualmente que os pontos (0, 0) e (va, A 


são também pontos de inflexão. 
6. Determinemos as assímptotas da curva: 


paraz> + œ, y > 0; para t > — œ, y >0. 


Por conseguinte, a recta y=0 é a única assímptota oblíqua. A curva 
não tem assímptotas paralelas ao eixo Oy, porque para nenhum valor finito 
de x o valor correspondente da funcáo tende para o infinito. 

O gráfico da curva estudada está representado na figura 132. 


Fig. 132 


Exemplo —- 6. Estudar a função 
y= y 2a12— 28 
e construir o seu gráfico. 


Resolução — 1. A função é definida para todos os valores de x. 
2. A função é sempre contínua. 
3. Procuremos os máximos e os mínimos desta função: 


o haz— 322 4a— 3z 
3 y (Qar?—23)2 3y 2(2U—22 


r 


y 


A derivada existe sempre, menos nos pontos 
z; =0 e To = 24. 

Estudemos os valores limites da derivada quando x>-—0e x> +0 
Mi E atra ia ATA 
x>—0 3y Qa— z)? z “254 3 (Qa—a)?z 


para x<O tem-se y” < 0; para x>0 tem-se y” >0. | 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x=0. O valor da 
função neste ponto é igual a Zero. 


14 
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Estudemos agora o comportamento da função na vizinhança do segundo 
ponto crítico x,=2a. Quando x—>2a a derivada tende também para o 
infinito. Todavia, neste caso, a derivada é negativa para todos os valores 
de x suficientemente vizinhos de 2a (bem como para os valores de x situados 
á esquerda e á direita do ponto 2a). A funcáo náo tem, pois, extremo neste 
ponto. Na vizinhança do ponto x, = 2a, 
bem como, neste ponto, a função é 
decrescente; a tangente à curva neste 
ponto é paralela ao eixo Oy. 


A derivada anula-se para x ==. 
Estudemos este ponto crítico. Resulta 
da expressão da derivada primeira que 

DT: ; 
para tL 3 tem-se y >0, 
para z > s tem-se y'< 0. 


Por conseguinte, a função admite 


. 4a 
um máximo no ponto =: 
ig. 133 2 as 
Fig Ymax = "3 a y 4, 


4. Utilizando os resultados do estudo efectuado deduzimos os inter- 
valos de crescimento e de decrescimento da função: 


a função é decrescente para — œ < r < 0; 


a função é crescente para -0 < r< ʻa, 
4a 
3 <T. 


5. Determinemos os intervalos de convexidade e de concavidade da 
curva, bem como os pontos de inflexão: a derivada segunda 


fe us 8a2 
91*/3 (2a — 2)*/3 


a função é decrescente para 


y 


não se anula em nenhum ponto; contudo, ela tem dois pontos de descon- 
tinuidade: são os pontos x,=0 e x, = 2a. 

Estudemos o sinal da derivada segunda na vizinhança de cada um 
destes pontos: 

para x < 0, tem-se y” < 0, a convexidade da curva está, pois, orientada 
pára cima; 

para x>0, tem-se y” < 0, a convexidade da curva está ainda orientada 
para cima. 

O ponto de abcissa x=0 não é, pois, um ponto de inflexão, 

Para x < 2a, tem-se y” < 0, a convexidade da curva está, pois, orientada 
para cima; 

para x>2a, tem-se y” >0, a convexidade da curva é orientada para 
baixo. 

O ponto (2a, 0) é, pois, um ponto de inflexão. 


ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES 211 


6. Determinemos as assímptotas da curva: 


y 2ar2— zr? 3 
k= lim % = lim Vara = lim V O E 


x>+00 T x—> +00 
b= lim [2022234 2]= 
X— + 00 
: 2az2? — z3 4 z3 
=i a a 
x>+œ y (2a12—213)2— x y 2az?— 73422 


tú 
co] E 


A recta 9 
a 
ES 


é, pois, uma assímptota oblíqua da curva y= Y 2ax? — 19. O gráfico da 
curva estudada está representado na figura 133. 


$ 12. Estudo das curvas dadas sob a forma paramétrica 


x= ọ (t), 


y = y (t) 


Sejam 
| (1) 


as equações paramétricas duma curva. 
Neste caso o estudo e o traçado desta curva fazem-se da mesma 
maneira que para uma curva dada pela equação 


Calculemos as derivadas * == ] (2), 

dx = (8) (2) 

o ea 

d > 

== y (2). 

l (3) 

Calculemos a derivada dy p (t) 

de q (t) 


para os pontos da curva na vizinhanga dos quais o gráfico desta última 
tem por equação y = f(x), em que f(x) é uma certa função. 
Determinemos os valores do parámetro t = tı, tz, ..., ft, para os 
quais uma pelo menos das derivadas py” e y'(t) se anula ou tem um 
ponto de descontinuidade. (Tais valores de t serão chamados valores 
críticos.) Em virtude da fórmula (3), define-se em cada intervalo (tı, t2), 
(tao, ts), ...s (tr -1, tn) e, por conseguinte, em cada intervalo (xı, x2), 


y . d e 
(X2, X3), ... (Tr -1, Ta) (em que x; = q (t;)), o sinal de a e por isso 
14% 
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mesmo se determinam os intervalos de crescimento ou de decrescimento. 
Isto permite determinar a natureza dos pontos correspondentes aos 
valores ti, t>, ..., ty do parámetro. Calculemos agora: 


Py _ 10) 9 (e) — pt) y (2) (4) 
da” [p H] 

Esta fórmula permite-nos definir a orientação da convexidade 
em cada ponto da curva. 

Para determinar as assímptotas, procuram-se os valores de t tais 
que nas suas vizinhanças quer x, quer y tenda para o infinito, e os 
valores de t tais que nas suas vizinhanças x e y tendam simultánea- 
mente para o infinito. O estudo da curva se processa da maneira habitual. 

Mostremos, com exemplos, certas particularidades do estudo das 
curvas dadas sob a forma paramétrica. 


Exemplo — 1. Estudar a curva dada pelas equações 


z = a cos? r} 


y = a senºt. 


(1º) 

Resolução — As grandezas x e y são definidas para todos os valores 
de t. Mas, tendo em conta a periodicidade das funções cos3ż e sen3r (o seu 
período é igual a 27), basta considerar a variação do parâmetro + entre 
O e 2%; x varia, então, sobre o segmento [— a, a]; o domínio de definição 


da função y é o segmento [— a, a]. A curva considerada não tem, pois, 
assímptotas. Achamos em seguida: 


= — 3a cos? t sent, 
(2º) 
UW ia sen? t cost 
dt 
Estas derivadas anulam-se para t =0, > o E, 211. Determinemos: 
2t 
dy 3a sen? t cost E (3º) 


xz —3a cos? tsent 
Utilizando as fórmulas (29, (3), formemos o quadro seguinte: 


Sinal | Carácter da 
Domínio de Domínio de variacão|Domínio de variaçã de variação de 
variação de £ [correspondente de aicorrespondente de dy jem função de 


dz (y = f (x)) 


OLL a>=>0 O<y<a a decresce 
<< 0>z > —a a >y>0 + cresce 
<< za =a<r<Xo0 0>y > —a — decresce 


E << O<zx<a | =a<y<oO0O + cresce 


ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNCOES 213 


Este quadro mostra-nos que a relação (1) define duas funções contínuas 
da forma y = f(x) tais que para 0<1t< T se tem y 20 (ver as duas pri- 
meiras linhas do quadro) e para 7 < t < 27r tem-se y < 0 (ver as duas últimas 
linhas do quadro). Resulta da fórmula (3): 


y 
lim E: A 
t > — 
AN 
lim fis ARES T 
é V 
nd 


A tangente à curva nestes pontos é paralela 
ao eixo Oy. Além disso 


Ay 0 Y a dy : 
dt |t=0 i dt lizan  dilizon Fig. 134 


A tangente à curva nestes pontos é, pois, paralela ao eixo Ox. Achemos, 
em seguida: 


ay, 
dz? — 3Jacostt-sint ” 


donde concluímos: 


para0 < t < 7 tem-se >0, a curva é côncava, 


d2y 
para n < t <2ntem-se P <0, a curva é convexa. 


Os resultados obtidos permitem-nos construir a curva considerada (fig. 134). 
Esta curva chama-se asteróide. 


Exemplo — 2. Construir a curva dada pelas equações (fólio de Descartes). 


Ens 3at _ 3al A 
SIF?’ “Td: (1º) 
Resolução — Estas duas funções são definidas para todos os valores t 
excepto t=—1. 
Além disso, 
lim z= m AN 
t>—1—0 i>-1-0 1213 
. 3at3 
lim y = lim e Tm ; 
t>—1—0  t»—1—0 14t? Ss 
lim t= —-C0, lim = 00. 
t>—1+0 t>—1+40 das 


Por outro lado, notemos que 


para t=0 
quando ¿>+00 
quando t>—o 


se tem z=0, y=0, 
tem-se L— 0, y > 0, 
tem-se T —> 0, y —> 0. 
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dz dy 
Calculemos “de * gr 
6a ( 1º) 
dr >” É dy Jat(2— t3) (30) 
dt (A+ dm d+ 


Daí deduzimos os valores críticos seguintes para t: 
4 E 
t=—1, t=o0, h=: t¿=y 2. 
Achamos em seguida: 
dy 
dy de  t(2—13) E 
de drt , (+=) E 
dt 2 


Servindo-nos das fórmulas (1º), (2”), (3), formemos o quadro seguinte: 


a Cará so 
Dominio de omínio de variação/Domínio de variação variação de 
variação de t orrespondente de «xicorrespondente de en l Ti) o 


0< t< +o 
-o < rı<0 


0O<zr<ayi4 


ay 4>2>ay2|ay2<y<ay4 
ay 2>x>0 


Resulta da fórmula (3): 


dy e) o 
(E) 0 (T Ea o 


fra E 


decresce 
decresce 


cresce 


decresce 


cresce 


Por conseguinte, a curva passa duas vezes pela origem das coordenadas 
(a origem das coordenadas é um ponto duplo da curva, na vizinhança da 
origem a curva tem dois ramos); o primeiro ramo tem uma tangente paralela 
ao eixo Ox e o segundo uma tangente paralela ao eixo Oy. Por outro lado, 
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Neste ponto a tangente á curva é paralela ao eixo Oy. 


(2) indi =0. 
(y) 


Neste ponto a tangene á curva é paralela ao eixo Ox. Procuremos as 
assímptotas: 


: 3at2 (+t) _ 
k= lim = lim TIA —4, 
ato Y 15-10 Sat (+3) — 
: 3at2 3at 
Er] Repor Di re 
dat dat (t+ 1) E dat 
= lim = lim = a. 
A O oo 1—t Fh i 
Por conseguinte, a recta y=—-x—a é uma assímptota de um dos 
ramos da curva quando x> + 00. 
Do mesmo modo, achamos: 
k= lim %=-4, y 
x>=00 Y 
X— — 00 
T 
Assim, a recta y = — x — a é uma assímptota 
de um dos ramos da curva quando x> — 00. 
Segundo o estudo que acaba de ser feito, 
podemos traçar a curva (fig. 135). 
Certas questões relativas ao estudo das cur- 
vas serão tratadas no Capítulo VIII, § 19, «Pontos , 
singulares duma curva». Fig. 135 


Exercícios 


Achar os extremos das funções: 


1. y=12— 2743. Resp. ymin = 2 para r=1. 
2; y = E —222 43241. Resp. ymas=5 para z:=1, ymin=1 para r=3. 
3. y--13-— 9724-1572 43.Resp. Ymax=10 para 2=1, ymn= — 22 para r=5. 
4. y-=— 244222. Resp. Ymax=1 para z=+ 1, Ymin=0 para z==0. 

. y=x1—822+2. Resp. Ymax=2 para z=0, Ymin==—14 para 2=+ 2. 


9 
6. y=315—12513 + 2160r. Resp. máx. para z=—4 et r=3, mín. pata t= 
= —3 et t=4. 


9 


amt 


da y=-2—(2—1), Resp. Ymax 2 para 1=1. 
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1 
8. y =3—2 (z +1). Resp. Não há extremos. 
_ z2—3r+2 ; 4/3 z 
dy = 273r}? PROD mín. para z= V2, máx. para r= — V2. 
_ (z—2)(3— z7) _ 42 
10. y = E Resp. máx. para x= =: 
11. y=2e* + e-*, Resp. mín. para p= — DOE : 
12. v=Ê Res =e para x= 
= Lo“ P. Ymin =€ Para z=.e. 
mo TU 5 x 
13. y=cos zr- sen r (-5<:<5) . Resp. Ymax= V 2 para =. 
TT x n 
14. y = sen 2r —z (-F<=<3) «Resp. máx. paraz=-5-, mín. para z= 
Se aa 
= 6 
15. y=z-+tgz. Resp. Sem extremos. 
16. y=e* sen z. Resp. mín. para z=2kn— 7, máx. para z=2kn4 $ T. 
17. y=x%—2124-2. Resp. máx. para z=0; mín. para z=-—41 e para z=1. 
18. y =(1—2)3 (21 +1). Resp ymin =—8,24 para z= i 
1 
19. Yy= +. Resp. mín. para z=1; máx. para z= — 1. 
5 al a ns 
20. y= zx} (a — x)2, Resp. Ymar=%g Para ==>; Ymin =Q para z=0e para 
T= q. 
a> b2 a? . | a 
2h. 1 = a Resp. máx. para da mín para TEE 
22. y =r- Y 1—z. Resp. Ymax=5/4 para 2=3/4; Ymin=—1 para 2=-—1. 
23. y=xu Vi—zx (x < 1). Resp. Umax= Vi para 23 $ 
T e e — 
24. y = qa: Resp. mín. para z= —41; máx. para z=1, 
25. y:= Log zx. Resp. mín. para z-=1/e. i 
26. y=xLog? r. Resp. máx. para r=e 2; mín. para z=1. 
27. y -Log x-—arctgx. Resp. A função cresce 
28. y :sen3z—3sen z. Resp. mín. para 1=31/2; máx. para z=31/2, 
29. y- -2r--arctg r. Resp. Sem extremos. 
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30. y=sen z cos? x. Resp. mín. para =>; dois máx.: para x=arc cos Ve 


e para z=arccos (-v 5) . 


31. y =arc sen (sen z). Resp. máx. para z= 


CESES 
2 


Achar o maior e menor valor das funções nos segmentos indicados: 


32. y=—311+612—41 (—2<z<2). Resp. O maior valor € y=2 para 


33. 


r=+ 1, o menor valor é y=-—25 para r=+ 2. 
3 
y = 5 — 2043241 (—1 <z <5). Resp. O maior valor é p= 5 
para z=0, o menor valor é y=2 para t= — 41. 
gal . 3 | 
y = 371 O <7 <4). Resp. O maior valor é =E para r=4, o menor 
valor é y==—1 para z=0. 
TT T | . n 
35. y=sen 22—x ( -5< z< +) . Resp. O maior valor é =3 
pd o menor valor é Sea ara pa 
ii 2 ? r o 2 p o == 2 . 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


Deseja-se fazer uma caixa sem cobertura de volume máximo cortando e 
dobrando dum modo apropriado, quadrados iguais numa folha de chapa 


do lado a. Qual deve ser o comprimento do lado destes quadrados? Resp. 5 : 


Mostrar que entre todos os rectángulos inscritos num dado círculo, o 
quadrado tem uma superfície máxima. Mostrar também que o perímetro 
é máximo para o quadrado. 


Mostrar que entre todos os triângulos isósceles inscritos num dado circulo, 
o triângulo equilátero tem um perimetro máximo. 


Achar, entre os triângulos rectângulos cuja hipotenusa é igual a h, o que 
tem uma superfície máxima. Resp. O comprimento de cada lado é igual 


h 
a —. 


y2 
Achar, entre os cilindros rectos inscritos numa esfera de raio R, o que 


tem um volume máximo. Resp. A altura deste cilindro é igual a 2R. 


Determinar entre os cilindros rectos inscritos numa dada esfera de raio R 
o que tem área lateral máxima. Resp. A altura deste cilindro é igual 


a R V2. 


Achar entre os cones rectos circunscritos a uma esfera do raio R, a 
altura do que tem volume mínimo. Resp. A altura é igual a 4R. (O volume 
é, então, igual ao dobro do da esfera.) 


O interior de um reservatório sem cobertura cujo fundo tem a formą de 
um quadrado deve ser recoberto de chumbo. A capacidade do reservatório 
é 321. Quais devem ser as dimensões deste reservatório, para que a 
quantidade de chumbo utilizado seja mínimo? Resp. Altura 0,2m; lado 
da base 0,4m, (isto é, o lado da base deve ser o dobro da altura). 
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44. Um trolha deve fazer uma goteira de capacidade máxima cujo fundo 


45 


46. 


47. 


48. 


49 


50. 


51 


52. 


53 


34 


e lados laterais tenham 10cm de largura; mais, os lados laterais devem 
ser igualmente inclinados em relação ao fundo. Qual será, no cimo, 
a largura da goteira? Resp. 20 cm. 


Demonstrar que a fabricação de uma tenda cónica, de capacidade dada, 


exige uma despesa de tecido mínimo, quando a altura da tenda é V2 
vezes maior que o raio da base. 


Tem-se de fabricar um cilindro, sem cobertura, cujas paredes e fundo 
tenham uma dada espessura. Quais devem ser as dimenssões deste cilindro, 
para uma dada capacidade, se se desejar que a quantidade de material 
empregada seja mínima? Resp. Se R designa o raio interior da base e v 


IIA 
à . sa V 

o volume interior do cilindro, então, R = oe 
1 


Tem-se de fabricar uma caldeira soldando às extremidades dum cilindro 
duas semi-esferas. As paredes da caldeira tem uma espessura constante. 
Para um dado volume v da caldeira, como proceder para que a super- 
fície exterior seja mínima? Resp. A caldeira deve ter a forma duma 
3/ 3) 

am 
Construir um trapézio isósceles de perímetro mínimo para uma dada 
supe; fície S; o ângulo da base é igual a a. Resp. O comprimento dos 


; ; S 
lados laterais é igual a Y f 


Inscrever numa esfera de raio R um prisma triângular regular de volume 


máximo. Resp. a altura do prisma é igual a 2R 


Va: 
Circunscrever um cone de volume mínimo a uma semi-esfera de raio R. 
A base deste cone coincide com o plano diametral de base da semi- 


“esfera. Calcular a altura deste cone. Resp. A altura do cone é R 1 3. 


esfera de raio interior R = 


Circunscrever um cone recto de volume mínimo a um cilindro de raio r 
supondo que as suas bases estão num mesmo plano e que os centros 


destas últimas coincidem. Resp. O raio da base do cone é igual a > r. 


Cortar um sector num círculo de cartão de raio R de modo que enro- 
lando-o se obtenha um funil de capacidade máxima. Resp. O ângulo ao 


centro deste sector é igual a 27 ve. 


Entre todos os cilindros circulares inscritos num cubo de aresta a 
cujo eixo coincide com a diagonal do cubo e cujos círculos de bases 
são tangentes às faces do cubo, determinar o que tem volume máximo. 


Resposta. A altura do cilindro é igual a N3 s O raio da base é 


igual a O. 

6 
Seja no plano um sistema ortogonal de coordenadas e um ponto (xo, Yo) 
tomado no primeiro quadrante. Tracar uma recta passando por este 
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55. 


56 


57. 


58. 


59 


60. 


61. 


ponto de maneira que forme com as direcções positivas dos eixos coor- 
denados um triângulo de superfície mínima. Resp. A equação da recta é 


T y 


Seja dado um ponto sobre o eixo da parábola y? = 2px e situado à 
distância a do vértice desta parábola. Encontrar a abcissa do ponto da 
curva mais próxima deste ponto. Resp. x = a — p. 


Estima-se que a resistência duma trave paralelipipédica é proporcional a 
sua largura e ao cubo da sua altura; encontrar a largura da trave mais 
resistente que se pode debitar dum tronco de 16cm de diâmetro. Resp. 
A largura é igual a 8cm. 


Um barco está num ancoradouro a 9km do ponto mais próximo da 
costa. Um mensageiro deve alcançar o mais rápido a uma localidade 
situada a 15km do ponto da extremidade mais próxima do barco. Dado 
que um mensageiro percorre Skm por hora, a pé, e 4km por hora em 
canoa, em que ponto da extremidade deve acostar para chegar o mais 
rápido possível a esta localidade? Resp. a 3km da localidade. 


Um ponto material desloca-se no plano à velocidade v, em redor da 
linha recta MN e à velocidade v, sobre esta linha. Que caminho deve 
percorrer para satisfazer, no tempo: mais curto, o trajecto AB, se B for 
um ponto da linha MN? A distância do ponto A à Tinha MN é igual 
a h, a distância entre o ponto B e a projecção a do ponto A sobre a 
a linha MN é igual a a. Resp. Se ACB for o caminho percorrido, então, 

al vi aB . v aB PA 

dc a Yi lts 
Eleva-se um peso w com a ajuda duma alavanca. O fardo encontra-se à 
distância a cms do ponto de apoio; cada parte da alavanca de 1cm de 
comprimento pesa v gramas. Qual deve ser o comprimento da alavanca 
para que a força necessária para elevar o peso seja mínimo? Resp. 


= VS em 


As medidas sucessivas duma grandeza x desconhecida deu os resultados 
seguintes: x,, Za, . . ., 2,. Mostrar que a soma dos quadrados dos desvios 
(x — 121? + (x — I .. . - (z — x)? será mínimo se sg- escolher 
ane T4¿+)2%974-...+2%n 
n 

A fim de reduzir ao máximo a fricção dum fluído contra as paredes 
dum canal, concebe-se este último de maneira que a superfície de contacto 
seja mínima. Mostrar que a forma ideal dum canal paralelipipédico aberto, 
cuja área da secção transversal é dada, é obtida quando a largura do 
canal é dupla da altura 


Determinar os pontos de inflexão e os intervalos de convexidade e de 


concavidade das curvas: 
62. y = zº Resp. Para x <0 a curva é convexa e para x œ> 0 côncava; x= 0 


é um ponto de inflexão. 


63. y = 1 — z?. Resp. A curva é sempre convexa. 
64. y = 1? — 3r? — 9r + 9. Resp. Ponto de inflexão para x= 1. 
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65. y = (z — b). Resp. Ponto de inflexão para x= b. 
66. y = z*. Resp. A curva é sempre côncava. 

1 
. Yy = Resp. Ponto d fl = — 
67. y AFi p. Ponto de inflexão para x E 
68. y=tgx. Resp. Ponto de inflexão para x= nr. 


. y=ze-¥, Resp. Ponto de inflexão para x= 2. 


y=a—yYz—b. Resp. Ponto de inflexão para x= b. 
y=a—V (z—b)?. Resp. A curva não tem ponto de inflexão. 


Encontrar as assimptotas das seguintes curvas: 


x AA Resp. p=. y=0. 
: E = Rep = —2; y=0. 
a ? 
v=: + px Gr . Resp. r=b; y=c. 


. y=e1/% 4, Resp. z=0; y=0. 


76. y= Log z. Resp. z=0. 77. y3=622+4 23, Resp. y=x-+2. 
3 
78. y3=a3—.x3, Resp. y+ 1=0. 79. y2= —. Resp. z—2a, 
80. y? (1—2a) =1x3—a3, Resp. r=2a, y=+ (z+ a). 
Estudar o comportamento e construir o gráfico das funções: 
1. y= 222410 82 cid = 
81. y =z4—2r 410. . y= Zi da 83. y=e 7. 
bz E 4+z Ea ot a 
%4. v=Tra: A É y= ET 
_z+2 E is 89. y2=x3— 
87. a 88. y= 3 A y= z3— r. 
3 Zan 
90. y=3 23. A. y=/ 2342, 92. y=2—V 2341. 
z—1 —x2 
z= core == ag 95. = 3 . 
93. y VE 94. y=ze"*, | y =xte 
96. y=z—Log(2+1). 97. y=Log (12+1). 98. y= sen 3z. 
99. y=z+-sen z. 100. y=zsenz. 101. y=e* senz. 
L T=t2, 
102. y=Log sen z. 103. y= is. 104. l 1 
z y=-3t. 
r=1?, z=a (t—sent), (5 z=—ae! cost, 
190 E =e, Años f y =a (1— cos £). a =ae! sent. 
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Exercícios suplementares 


Encontrar as assímptotas das curvas: 
Resp. r= — 1; 
y=z1—1. 109. y=z+e*. Resp. y=z. 
110. 2y (1+1)2= 73. Resp. z= —1 y=32—1. 
111. y3=a3—2x2, Resp. Sem assímptotas. 112. y=e"2%%sen z. Resp. y =C. 
113. y=e"*sen 217 4+ z. Resp. y=1. 


114. y =z Log (e+5) f Resp. z= — >; p=2+> r 


115 = Res de qa: dio 2t ER SR > = 
«Y=Te.. esp. I=U, YST. . T=1H | V=1DA" esp. y= 
Po 
E 2 Dr 


Estudar o comportamento e construir o gráfico das funções: 
117. y=| z|. 118. y=Log| z|. 119. y)=2º—2. 
120. y= (2 +12 (1—2). 121. y=x+|x|. 122. v=V2—2. 


sia 2 2 
123. y=12 Vzx+1. 124. y= — Log z. 125. v= Logz. 
4 2 = Log z 
126. ==>: 127. PTE 128. y=r 4 —— + 


1 
129. y=z Logz. 130. y=e*—zx. 131. y=|sendz|. 


132. y=*2. 133. y=zarc tgz. 134. y=1x—2arc tgz. 
135. y=e"2*sen 3z. 136. y=|senz|+x. 137. y= sen (x?). 
138. y = cos? r+ sen? z. 139. ¡248121 é 


z—|z| 


140. y=—>3— * 141. y=sen (2421) 22 a << <m) 


142. y= cos (EA) EA (<<) l 


143. y=5 (B24121)+4. 144. y=5 [3 (—1) +i lH (0 < x < 2). 


Capítulo VI 


CURVATURA DUMA CURVA 


$ 1. Comprimento do arco e sua derivada 


Suponhamos que o arco da curva MM (fig. 136), é o gráfico 
da função y = f(x) definida no intervalo (a, b). Definamos o com- 
primento do arco da curva. Tomemos sobre a curva AB os pontos 
Mo, Mi, Mo, Mia, Mi... Mn 4, M. Juntando estes pontos pelos 

segmentos de recta obtemos uma linha 

M, poligonal MMM. ... M; Mi Mn aM 

inscrita no arco MoM. Designemos por Pn 
o comprimento desta linha poligonal. 

M, Chama-se comprimento do arco AB 

(e designa-se por s) o limite para o qual 

Mo. tende o comprimento desta linha poligonal, 

M quando o comprimento do maior dos 

Fig. 136 segmentos M; -ı M; que constituem esta 

` linha tende para zero, se este limite existir 

e não depender da escolha dos vértices da linha poligonal M.M,M. ... 

Mi: aMi ... Mn M. l 

Notemos que esta definição do comprimento dum arco de curva 
qualquer, é análoga à do comprimento da circunferência. 

Mostraremos, no Capítulo XII, que se a função f(x) e a sua 
derivada f’ (x) são contínuas sobre o segmento [a, b], o arco da curva 
y = f (x) compreendido entre os pontos [a, f(a)] e [b, f(b)], tem um 
comprimento bem determinado que se pode calcular com o auxílio 
de fórmulas apropriadas. Demonstrar-se-á, no mesmo capítulo, que 
sob as condições acima citadas o quociente do comprimento do arco 
e do comprimento da corda correspondente tende para a unidade, 
quando o comprimento da corda tende para zero, isto é, 


ATN 


1¡m<omprimento M oM =i 


Mo M—>0 comprimento M, M 
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Pode-se facilmente demonstrar este teorema pela circunferência (*). 
No entanto, para o caso geral, admiti-lo-emos por agora sem demons- 
tração. 

Consideremos o seguinte problema. 

Seja y = f(x), a equação duma curva do plano Oxy. 

Seja Mo (xo, yo), um ponto dado tomado sobre esta curva e 
M (x, y), um ponto variável desta curva. Designemos por s o compri- 
mento do arco MM (fig. 138). 


Fig. 137 


Quando a abcissa x do ponto M varia, o comprimento s do 
arco varia igualmente; é, por conseguinte, uma função de x. Calculemos 
a derivada de s em relação a x. 


Demos a x um crescimento Ax. O arco s sofre, então, um cres- 
E, gem a 
cimento As = comprimento MM,. Seja MM, a corda que subtende 


este arco. Para determinar o limite lim ÀS, procedemos da maneira 
Ax> 0 
seguinte: obtemos do triángulo MM,Q: 
MM? = (Ax? + (Ay). 
Multipliquemos e dividamos o primeiro membro por As: 
MM f 
(10%) -As"= (Az) + (Ay). 


Dividamos os dois membros da igualdade por Ax*: 


arar ND 2 A 2 
(Many (Lets + (82) 
As Az Az 
(*) Consideremos o arco AB correspondente ao ângulo ao centro 2a 


(fig. 137). O comprimento deste arco é igual a 2Ra (R designa o raio do círculo); 
o comprimento da corda correspondente é 2Rsena. Eis porque 


mm, 
lim Comprimento AB _ jp 2ha __ 
a>0 comprimento AB a->0 2R sen q 
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Achemos o limite dos membros, esquerdo e direito, quando Ax 0. 


Como lim MM. _ e lim 4Y _ Y , temos: 
MM¡>0 Ax—=>0 T 


ou 
ds y (2) 
— = 1 — 1 
Pa PU (1) 
Obtemos a seguinte expressão pelo diferencial do arco: 


ds = Va + (2) as (2) 


ds = V dx? + dy’. (2º 
Obtivemos a expressão do diferencial do comprimento do arco 
para uma curva cuja equação é y = f(x). Contudo, a fórmula (2) 
é igualmente válida, no caso em que a curva é expressa por equações 
paramétricas. 
Se as expressões paramétricas da curva são: 


z= q (t), y = y (t), 


ou (°) 


então, 
di=q' (dt, dy = (t) dt, 


e a expressão (27), escreve-se sob a forma 
ds = Vig (tP + [Y (OP de. 


$ 2. Curvatura 


Um dos elementos que caracterizam a forma duma curva é o 
seu grau de flexáo, de encurvamento. Seja dada uma curva que náo 
tem pontos duplos e que tem uma tangente determinada em cada ponto. 

Tracemos as tangentes à curva em dois pontos quaisquer A 
e B e designemos por a o ángulo formado por estas tangentes ou, 


(*) Verdadeiramente falando, a fórmula (2º) apenas está certa se dx > 0. 
Se dx <0, então, ds = — V d12 + dy?. Fis a razáo porque é mais justo se 
escrever para o caso geral: 
| ds |= dz? F dy?. 
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mais exactamente, o ângulo de rotação da tangente quando se passa 
do ponto 4 ao ponto B (fig. 139). Chama-se a este ângulo, ângulo 
de contingência do arco AB. De dois arcos do mesmo comprimento, 
o mais encurvado é aquele cujo ângulo de contingência é maior 
(fig. 139 e 140). 

Por outro lado, não se pode, evidentemente, caracterizar o grau 
de encurvamento dos arcos de curva de comprimentos diferentes 


Fig. 139 Fig. 140 Fig. 141 


baseando-se únicamente no ángulo de contingéncia. Por conseguinte, 
a característica completa da curvatura duma curva qualquer será o 
quociente do ángulo de contingéncia pelo comprimento do arco cor- 
respondente. | 


Definição — 1. Chama-se curvatura média K„ do arco AB ao 
quociente do ángulo de contingência correspondente « e do comprimento 
do arco que ele subtende: 

Km es e . 

AB 
A curvatura média dos diferentes arcos duma curva pode variar 
a 


DT 
com o arco escolhido; assim, a curvatura média dos arcos AB e A,B; 
da curva representada sobre a figura 141 não é igual, ainda que 
estes arcos sejam de igual comprimento. Mais, o grau de encurva- 
mento desta curva varia gradualmente. Eis porque, a fim de caracterizar 
o grau de encurvamento duma curva dada na vizinhança imediata 
dum dado ponto 4, introduzimos a noção de curvatura num ponto. 


Definição — 2. Chama-se curvatura da curva no ponto 4 e 


nota-se K, ao limite para o qual tende a curvatura média do arco AB 
15 
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quando o comprimento deste arco tende para zero (isto é, quando B 
se aproxima (*) indefinidamente do ponto A): 


Ka = lim Xm= lim EEN 
B>A AB>0 AB 


Exemplo — Dado um círculo de raio r: 1) determinar a curvatura média 


do arco AB correspondente ao ângulo ao centro a (fig. 142); 2) determinar 
a curvatura no ponto A. 


Resolução —'1. É evidente que o ángulo de contingência do arco AB 
é igual a « e.que o comprimento deste arco é igual a ar. Por conseguinte, 


ou | 
Km=> e 


2. A curvatura no ponto A é igual a 


Assim, a curvatura média dum arco do círculo 
de raio r não depende da posição e do comprimento 


Fig. 142 desse arco; ela é igual para todos os arcos a A Do 
mesmo modo, a curvatura do círculo num ponto dado não depende da posição 


deste ponto e é também igual a E 


Nota — Notemos que para uma curva qualquer a curvatura pode 
geralmente variar quando se passa dum ponto para outro. É o que 
veremos em seguida. 


$ 3. Cálculo da curvatura 


Vamos estabelecer uma fórmula que nos permitirá calcular a 
curvatura em cada ponto M(x, y) duma curva. Suporemos que num 
sistema de coordenadas cartesianas a curva é dada por uma equação 
da forma 


y = f(2) (1) 


e que a função f(x) tem uma derivada segunda contínua. 

Tracemos as tangentes à curva nos pontos M e M, de abcissas x 
e x + ax e designemos por py e py + Ap os ângulos formados por 
estas tangentes com o eixo Ox positivo (fig. 143). 


(*) Supomos que o valor do limite é independente da escolha do ponto 
variável B (à esquerda ou à direita do ponto 4). 
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Po 


Designemos por s o comprimento do arco MoM contado a partir 
dum ponto dado M, (chama-se-lhe, por vezes, a abcissa curvilínea do 


RE ~ — 
ponto M); então, As = M¿M,¡— M¿M,e |as| = MM.. 
Vé-se, imediatamente, da figura 143, que o ángulo de contingéncia 


correspondente ao arco MM, é igual ao valor absoluto (*) da diferença 
dos ángulos y e y + Ap, isto é, que ele é igual a | Ag|. 

Em virtude da definição da curva- —_ 
tura média, temos para o arco MM,: y 


Kiss Ee E 
| As] As 


Para calcular a curvatura no ponto 
M, é preciso achar o limite desta expres- 


são quando o comprimento do arco MM, 
tende para zero: 
Aq 


As 


K = lim 


As>0 


i Fig. 143 


Como y e s dependem de x (são funções de x), podemos con- 
siderar y como uma função de s e supor que esta função é expressa 
por equações paramétricas com o auxílio do parâmetro x. Então, 


lim ag: = ge 
As>0 Às ds 
e, por conseguinte, 
dy e 
K= Fa (2) 
Para calcular a, utilizemos a fórmula de derivação das funções 
paramétricas: j 
dp 
dp dr 
ds de: 
dí 


(*) É evidente que para a curva representada na figura 143 [Ap | = Ap 
visto que Ap >0. 
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Para exprimir 2 com a ajuda da função y = f(x), notemos 
s 


dy ; 
que tgp = zz €. por conseguinte, 


p=arctg Z. 


Derivemos esta igualdade em relação a x; temos: 


dy 
dp __ dr 
= ——3 
dz 1+ (2) 
dx 


Ss 


No que respeita á derivada am , achámos já no $ 1, Capítulo VI 


que 


2/8) 


Eis porque, 


dy 
dx? 
dp ih (2) dy 
dp dz dx dx* 


—_ ne m e NE 
m 


ds ds y a) l ETR 
dx Re E E 


ou, visto que K a , temos finalmente 
dy 
2 
K— dx 


(3) 


Por conseguinte, em qualquer ponto da curva onde a derivada 


segunda dy existe e é contínua, pode-se calcular a curvatura com 


o auxílio da fórmula (3). Notemos que, no decurso do cálculo da 
curvatura, afecta-se de sinal mais a raíz do denominador, visto que a 


curvatura é, por definição, uma quantidade não negativa. 


CURVATURA DUMA CURVA 229 


Exemplo — 1 Determinar a curvatura da parábola y? = 2px: 


a) num ponto arbitrário M (x, y); 
b) no ponto M,(0, 0); 


c) no ponto M. (2. p) a 


Resolução — Achemos as derivadas, primeira e segunda, da função 


y= V2pz: 
dy Po. dy p? 
dr 2pz ’ dAd? — (2pz)*/2 $ 
Substituindo estas expressões na fórmula (3), temos: 
p? 
a) K-— EEE ; 
(2pz + p?) 
1 
y= p 
| 
c) K__P == —— 
22 2V2p 
Y=p 


Exemplo — 2. Determinar a curvatura da recta y =ax +b num ponto 
arbitrário M (x, y). 


Resolução. 
y == a, y” E 0. 


Em virtude da fórmula (3) temos: 
K :--0. 


A recta é, pois, «uma curva de curvatura nula». Este resultado pode 
ser fàcilmente reencontrado partindo da própria definição de curvatura. 


$ 4. Cálculo da curvatura das curvas sob forma paramétrica 


Sain z=ọ(t, y=% 


as equações paramétricas duma curva. 
Então, (ver § 24, Capítulo IID: 


dy WD dy vyeo 
dz gH dr (py 
Substituindo estas expressões na fórmula (3) do parágrafo anterior, 
temos: sr r 2 2 rr 


[92 + 4]? 
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Exemplo — Determinar a curvatura da ciclóide 
z = a (t — sen t), y= a(i — cos t) 
num ponto arbitrário (x, y). 


Resolução. 
dz dix d d3y 
ar 2 (1— cost), dl =a sent, Sr =a sent, 7 =a cos t. 


Substituindo estas expressões na fórmula (3), temos: 
K— | a (1—cos t) a cos t—a sen t-a sent | 

| a2 (1 — cos t)? + a? sen? t |*/2 
| cos t—1 | 4 4 


2/2 (1— cost)? 2% (1—cost)/2 4a 


$ 5. Cálculo da curvatura das curvas em coordenadas polares 


Suponhamos que a curva é dada pela equação 


p = f (0). (1) 


Escrevamos as fórmulas de passagem das coordenadas polares 
às coordenadas cartesianas: 


x = pcos0, | 


y = p sn ð. (2) 


Substituindo nestas fórmulas p pela sua expressão em função 
de 0, isto é, por f(0), temos: 


x = f(0)-cos0, 


y = (0). seno. (3) 


Pode-se considerar estas equações como sendo as equações para- 
métricas da curva (1) com 8 por parámetro. 


Então 
"dr de dy dp 
do — dê cos6 — p sen6, 70 — de sen6 + pcos0, 
2 
Pr Do ose “2% seno — p cos0, 
do” de? dð 
dy d Pe, 


2 
+ = sên 0 + 220050 — p seno. 
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Substituindo as expressões acima na fórmula (1) do parágrafo 
anterior, daí deduzimos uma fórmula que permite calcular a curvatura 
duma curva em coordenadas polares: 


lo + 20” — pp”| 
E a 


Exemplo — Determinar a curvatura da espiral de Arquimedes p = að 
(a > 6) num ponto arbitrário (fig. 144). 


Resolução. dp d2 


02+ 2 
(0241) ` 


Notemos que para grandes valores de O são verificadas as igualdades 


Por conseguinte, E | a292 + 2a2 | _ 
(a202 + a2)*/2 


aproximadas seguintes: 


eis porque, substituindo na fórmula precedente 0º +2 por ©? e 62 + 1 por 
02, deduzimos uma fórmula aproximada (para grandes valores de ©): 


A 02 41 
ur (022 að É 
Assim, a espiral de Arquimedes tem para grandes valores de ©, a 
mesma curvatura que um círculo de raio að. 


$ 6. Raio e círculo de curvatura. Centro de curvatura. 
Evoluta e evolvente 


Definição — Chama-se raio de curvatura duma curva num ponto 
dado M à grandeza R igual ao inverso da curvatura K desta curva 
neste ponto: 1 


== (1) 
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dy 219, 
+ (2)] 
da (2) 


ou 


Tracemos no ponto M da curva, a normal (fig. 145), orientada 
no sentido da concavidade desta curva, e apoiemos nesta normal 
o segmento MC igual ao raio de curvatura R desta curva no ponto M. 
O ponto C chama-se centro de curvatura desta curva no ponto M, 


Fig. 145 Fig. 146 


e o círculo de raio R e de centro no ponto C (passando pelo ponto M) 
círculo de curvatura desta curva no ponto M. 

Resulta da definição de círculo de curvatura que num dado 
ponto, a curvatura da curva é igual à do círculo de curvatura. 

Estabeleçamos as fórmulas que definem as coordenadas do 
círculo de curvatura. 

Seja 

y = f (1) (3) 


a equação da curva, 

Fixemos sobre a curva um ponto M (x, y) e determinemos as 
coordenadas a e 8 do centro de curvatura correspondente a este ponto 
(fig. 146). Para isso, formemos a equação da normal à curva no 
ponto M: 


Peja (X — a) (4) 


(X e Y designam as coordenadas correntes dum ponto da normal). 
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O ponto C (a, f) estando sobre a normal, as suas coordenadas 
devem verificar a equacáo (4): 


1 
PB — = — — == Ñ 
y Gate z) (5) 


A distância do ponto C (a, 8) no ponto M (x, y), é igual ao 
raio de curvatura R: 


(a — 2 + (8 — y? = Rº. (6) 


Resolvendo as equações (5) e (6), determinamos a e £: 


(aa y (aa R, 
y 


22 


y 2 
a — 2) = ——— R; 
0-9 = Fp 
donde de y = 6 a 4 E 
a = z + ——=R, =yF—>—R. 
Vi + y? Vi + y” 
y'23/ 
Mas como R = “ao ,entáo, 
r 19 19 
A paypi ti, 
ly | EM 


Para saber que sinal devemos tomar nestas últimas fórmulas, 
teremos de considerar dois casos: Y” >0 e y”<0. Se y”>O0 a 
curva é cóncava neste ponto e, por conseguinte, 8 > y (fig. 146), 
logo deveremos tomar os sinais de baixo. Como neste caso |” | = y”, 
as fórmulas das coordenadas do centro de curvatura exprimir-se-ão 
pelas fórmulas: 


Y 
t+y” 


y (1 + y”) 


(7) 
P =y + 


Pode-se demonstrar duma maneira análoga, que as fórmulas (7) 
são válidas igualmente no caso em que y” < 0. 
Se a curva é dada pelas equações paramétricas 


x= q (t), y = (1), 
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pode-se, facilmente, determinar as coordenadas do centro de curva- 
tura, a partir das fórmulas (7), substituindo nestas últimas y e y” 
pelas suas expressóes correspondentes em funcáo do parámetro: 


E 2 5 x£; PA A 
Ti Tit 
Então, 

2 12 12 

a=2— LE +4) 
TY — y 
Paa i 1”) 
cu a 

paper e 
TY —T yY 


Exemplo — 1. Determinar as coordenadas do centro de curvatura da 
parábola 
y? = 2px 


a) num ponto arbitrário M (x, y); 
b) no ponto M, (0, 0); 


c) no ponto M, (5 P) : 
dy d2y 


Resolução — Substituindo os valores correspondentes de q ar nas 
fórmulas (7), temos, (fig. 147): 
3/3 
a a=3x+p. B=-— e : 
Vyp 

b) para x = 0, tem-se: a = p, R = 0; 

=P E ea 
c) para dai tem-se: => B=-p 


Se no ponto M, (x, y) a curvatura da curva não é igual a zero, 
corresponde a este ponto um centro 'de curvatura bem determinado 
C, (a, B). O conjunto de todos os centros de curvatura duma curva 
constitui uma nova curva chamada evoluta da curva considerada. 

Assim, chama-se evoluta de uma curva ao lugar geométrico dos 
centros de curvatura desta curva. A curva em questão é, então, cha- 
mada evolvente. 

Se a curva é dada pela equação y = f(x), pode-se, então, con- 
siderar as equações (7) como sendo as equações paramétricas da 
evoluta, com x por parâmetro, Eliminando o parâmetro x destas 
equações (se isso for possível), deduz-se a expressão da dependência 
directa entre as coordenadas correntes a e 8 da evoluta. Se a curva 
é dada pelas equações paramétricas x = o (t), y = y (t), as equações (7) 
serão, então, as equações paramétricas da evoluta (visto que as quan- 
tidades x, y, Y, y”, x”, y” são funções de 1). 
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Exemplo — 2. Achar a equação da evoluta da parábola 
y? = 2px. 
Resolução — Servindo-nos dos resultados do exemplo (1), podemos escrever 


em qualquer ponto arbitrário (x, y) da parábola: 
a=3r+ p, 

p= _(22)" 2 
Vp 


Eliminando o parâmetro x entre estas duas relações, encontramos: 


8 
p= > (x — p) 
É a equação duma parábola semi-cúbica (fig. 148). 


PAY 


Fig. 147 Fig. 148 


Determinar a equação da evoluta da elipse definida pelas 


Exemplo — 3. 
equações paramétricas 
rt = a cos t, y = b sen 1. 


Resolução -— Calculemos as derivadas de x e y em relação a t: 
1" = —asent, y =bcost; 


z” = —acost, y” = —b sent. 


Substituindo a expressão destas derivadas na fórmula (7), temos: 


b 2 cent 2 2 
RR o cos t (a? sen? t + b2 cos t) 
ab sen? t + ab cos? t 


b2 
=A4 cost —a COS t sen? t— -7 cos? t = (2-5) cos? t. 
a 


Assim, 
b2 
a = («—-+) cos? t, 
a 


Determinamos, duma maneira análoga: 


p=(+-$) sen? £. 
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Eliminando o parámetro t, deduzimos a equação da evoluta da elipse 
sob a forma 

(5) + (2 2/3 (al bay 2; 
b 5) =( ab ) " 


a e 8 são aqui as coordenadas correntes da evoluta (fig. 149). 


JN 
AW 


Ñ 


Fig. 149 


Exemplo -— 4. Achar as equações paramétricas da evoluta da ciclóide 


= a (t — sen ż), 


y = a (1 — cost). 
Resolução. 
zt’ = a (4 — cos t), y = a sent; 
1” = a sen t, y” = acost. 


Fig. 150 


Substituindo as expressões achadas na fórmula (7), temos 
a = a (t+ sen t), P=-—a(t-— cost). 
Procedendo a uma mudança de variáveis, fazendo 


æa = Ẹ — na, B = q — 2a, t=t— n; 
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as equações da evoluta escrevem-se, então, sob a forma 
E=a(t—sent) n=a(í-— cos T). 


Em relação às coordenadas ¿ e y estas equações definem igualmente 
uma ciclóide gerada por uma circunferência de raio a. 

Assim, a evoluta da ciclóide é à própria ciclóide mas que sofreu uma 
transformação — “ra no sentido do eixo Ox e — 2a no sentido do eixo Oy 
(fig. 150). 


$ Y. Propriedades da evoluta 


2 


Teorema — 1. A normal a uma dada curva é a tangente da 
sua evoluta. 


Demonstração — O coeficiente angular da tangente à evoluta 
definida pelas equações paramétricas (7) do precedente parágrafo é 


df 
d de 
da do 
dx 
Atendendo a que [em virtude dessas mesmas equações (7')] 
da _ = 3y “y? = yy = yy yy” A y” e y?y” (4) 
dx y” y * id 
dê = 3y y u g yy” (2) 
dx y? ? 
deduzimos a relação 
pb 4 
da y 


Mas y' é o coeficiente angular da tangente à curva no ponto 
correspondente. Por conseguinte, resulta desta última relação que a 
tangente à curva é perpendicular à tangente à evoluta desta curva no 
ponto correspondente; por outras palavras, a normal à curva é a 
tangente à evoluta desta curva. 


Teorema — 2. Se o raio de curvatura varia duma maneira 
monótona (isto é. permanecendo crescente ou decrescente), numa certa 
parte M,M, da curva, o crescimento do comprimento do arco da 
evoluta nessa parte da curva é igual (em valor absoluto) ao cresci- 
mento correspondente do raio de curvatura desta curva. 
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Demonstração — Em virtude da fórmula (2) do $ 1 Capítulo VI, 
temos: ds? = da? + dp, 


em que ds é o diferencial do comprimento do arco da evoluta; resulta 


por conseguinte, 
ds =(2) (2) 
(5) Aa) Nas)" 


Substituindo nesta última relação as expressões (1) e (2), temos. 
ds 2 : 3 e O T: 
(5) = CA | (3) 
dx y 
2 
Calculemos agora ( 2) . Como 
dx 
4 72 3/4 4 1213 
AR PI. ado Paci 
y y ` 
Derivemos, em relação a x, os dois membros desta igualdade; 
achamos, depois de termos efectuado as transformações adequadas 


7219 A A RO A 
99224 +y yy —y YY) 


dz (yy 
2 (1 '2)3/ 
Dividamos os dois membros desta igualdade por 2R ia dd eb A 
temos: rm t/ Y por 9.00» 
aR MAYO yy YO YY 
dx N y? 
Elevando ao quadrado, temos: 
dR 2 , 3 PED A n O E 
E = po (Bulma ut (4) 
dx y 


Das equações (3) e (4), obtemos: 
(E) = (58) 
dx Nag) 


d 
e E 


donde 


dx dr ` 
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Por hipótese e náo muda o seu sinal (R é, ou crescente, ou 
£ 


; ds ; : 
decrescente), por conseguinte, E conserva igualmente o seu sinal. 
x£ 


l a dR ~ ds 
Tomemos para fixar ideias a S 0, T 
; ; dR ds 
g. 151). P seguinte, ==>, 
fig. 151), Por conseguinte ER EB 
Sejam x, e x, as abcissas dos pontos M, e M.. Apliquemos o 
teorema de Cauchy às funções s(x) 
e R(x) sobre o segmento [x,, x2]: 


> O(o que corresponde à 


o 
s(ro) — s(m) Adr /x=: e 
R (27) — R (21) ES | 
dx x=E 
em que É é um número compreendido 
entre x, e x: (xı < É < xo). 
Façamos, (fig. 151): 
S (T) = Sg, S (21) = S1, 
R (x) = Ra, R (21) = Bi. 
Sa EL — — À ou 
R, — Ry 
S2 — $, = — (R — Rj). 
Mas isto significa que 


Entáo, 


Is, —s | =| R¿— R, |. Fig. 151 


Demonstrar-se-ia duma maneira idéntica, esta igualdade para o 
caso em que o raio de curvatura fosse crescente. 

Demonstrámos os teoremas 1 e 2 no caso em que a curva 
é definida por uma equação explícita y = f(x). 

Estes teoremas são igualmente válidos no caso em que a curva 
é definida por equações paramétricas. A demonstração é idêntica. 


Nota — Indiquemos um processo mecânico elementar que per- 
mite construir a curva (evolvente) a partir da sua evoluta. 

Demos a uma régua flexível a forma da evoluta CoC, (fig. 152). 
Suponhamos que uma das extremidades dum fio inextensível é fixado 
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no ponto C, e toma a forma da régua, Se desenrolarmos o fio 
conservando-o esticado, a outra extremidade descreverá a curva MsMo 
que é a evolvente. É, de resto, esta propriedade quem deu à curva 
o nome de evolvente. Pode-se demonstrar, apoiando-se nas proprie- 
dades da evoluta, estabelecidas mais acima, que a curva assim traçada 
é precisamente a evolvente. 

Notemos igualmente que a cada evoluta dada, corresponde uma 
infinidade de evolventes (fig. 152). 


Fig. 152 Fig. 153 


Exemplo — Seja um círculo de raio a (fig. 153). Escolhamos entre as 
evolventes deste círculo a que passa pelo ponto M, (a, 0). 
Encontra-se facilmente a equação da evolvente do círculo, notando que 


CM = CM, = 
OP = z = a (cos t + t sen t), 
PM = y = a (sent — t cos t). 


Notemos que, na maioria dos casos, os cortes verticais dos dentes duma 
engrenagem têm a forma da evolvente do círculo. 


$ 8. Cálculo aproximado das raízes reais duma equação 


Os métodos de estudo da variação das funções permitem o 
cálculo dos valores aproximados das raízes da equação 


f(x) =0. 
Se é uma equação algébrica (*) do primeiro, segundo, terceiro 
ou quarto grau, existem, então, fórmulas que dão as raízes desta 


(*) Diz-se que f(x) =0 é uma equação algébrica se f(x) é um poli- 
nómio (ver $ 6, Cap. VII). 
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equação em função dos seus coeficientes depois de um número finito 
de operações de adição, subtracção, multiplicação, divisão e de extrac- 
ção de raíz. Tais fórmulas não existem no caso geral, se o grau 
dessas equações for superior a quatro. Se os coeficientes de uma 
equação qualquer, algébrica ou não (transcendente), não forem letras, 
mas números, é, então, possível calcular o valor aproximado das 
raízes desta equação com o grau de precisão desejado. Notemos, igual- 
mente, que o emprego dos métodos práticos do cálculo de valores 
aproximados das raízes duma equação dada, impõe-se frequentemente, 


y 


Fig. 154 Fig. 155 


mesmo no caso em que o valor exacto das raízes da: equação algébrica 
possa ser expresso por radicais. Exporemos, a seguir, certos métodos 
de cálculo do valor aproximado das raízes duma equação. 


1. Métdodo das cordas (*). Seja 
f(x) = 0 (1) 


uma equação, em que f(x) é uma função contínua sobre o segmento 
[a, b], cuja derivada de ordem dois existe. De acordo com o estudo 
da função f(x), suponhamos que no intervalo (a, b) existe um 
segmento [x,, xz], no interior do qual a função é monótona (cres- 
cente ou decrescente) e que toma valores de sinais contrários 
nas extremidades desse segmento. Tomemos, para fixar ideias, 
f(x) <0 e f(x2) >0 (fig. 154). A função y = f(x) sendo contínua 


(*) Este método chama-se igualmente método de Legrange ou método 
das partes proporcionais. 


16 
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sobre o segmento [x,, x=], o seu gráfico deve necessáriamente cortar 
o eixo Ox num ponto do intervalo (xı, xə). 
Tracemos a corda AB juntando os pontos da curva de abcissas 
x e xo. A abcissa a do ponto de intersecção desta corda com o 
eixo Ox, será o valor aproximado da raíz (fig. 155). Para determinar 
este valor aproximado, formemos a equação da recta 4B que passa 
pelos pontos dados A [x,, f(x)] e B [x, 
f (x2)] : 
y — Í (21) pa A 
Í (22) — Í (21) T — Tı 


Como y= 0 para x= a, temos: 
— f (xı) e 
Hu) — fa) an. 
donde 


E" (£a — 21) Í (24) 
eta Y 


“to tw dao 73% 03273“ 


A fim de obter uma melhor aproxi- 
mação do valor da raíz, determinemos f (a,). 
x Se f(a)< 0, repetimos o processo que aca- 
bamos de indicar, aplicando a fórmula (2) 
no segmento [a,, xz]. Se f(a,) > 0, aplicamos 
esta fórmula no segmento [x,, ai]. 

Aplicando este processo várias vezes, 
encontramos uma aproximação sempre me- 
-6 lhor a., az, etc., da raíz procurada. 


y=1%-61+2 


Exemplo — 1. Determinar os valores aproxi- 
-mados das raízes da equação 


Fig. 156 
f (1) = 4 — 6z + 2 = 0. 


Resolução — Determinamos, em primeiro lugar, os intervalos. de monotonia, 
da função. O cálculo da derivada f (x)= 3x2 — 6 mostra que esta última é 
positiva para x<-/2, , negativa para — V2 < z< + VZ, e de novo 
positiva para x > V2 (fig. 156). A .função tem, pois, três intervalos de 
monotonia; no interior de cada um deles encontra-se uma raíz. 

A fim de simplificar os cálculos ulteriores, estreitamos os intervalos de 
monotonia (tendo em atenção que em cada intervalo se encontra a raíz cor- 
respondente). 
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Para isso, tendo escolhido ao acaso certos valores de x e tendo-os 
substituído na expressão de f(x), delimitam-se os intervalos de monotonia menores 
nas extremidades dos quais a função toma os valores de sinais contrários: 


zı = 0, f (0) = 2, 
t = 1, f (1) = — 3, 
tg = — 3, f(— 3)= — 71, 
t, = — 2, f (— 2) = 6, 
z5 = 2, f (2) = — 2, 
Te = 3, f (3) = 11. 


As raízes encontram-se, pois, no interior dos intervalos 
(0; 1), (—3; —2), (2; 3). 
Calculemos o valor aproximado da raíz compreendida no intervalo (0; 1). 
Em virtude da fórmula (2), temos: 
(1—0)2 2 


Sao e 


f(0,4)=0,48—6.0,4-+2=— 0,336, f (0) =2, 


por tonseguinte, a raíz está compreendida entre O e 0,4. Apliquemos de novo 
a fórmula (2) no intervalo (0; 0,4); encontraníos o valor aproximado seguinte: 
= (0,4—0)-2 0,8 — | 
a==0 —0,336—2 =23 336 0842, etc. 
Proceder-se-á do mesmo modo para achar os valores aproximados das 
raízes compreendidas nos outros intervalos. 


Mas 


2. Método das tangentes (método de Newton). Suponhamos, de 
novo, que f (x,) < 0, f(x2) > 0 e que, além disso, a derivada primeira 
conserva o seu sinal sobre o segmento [x,, x:]. Então, o intervalo (x,, 
x2), contém apenas uma única raíz da equação f(x) = 0. Suponhamos, 
além disso, que a derivada segunda conserva, igualmente, o seu sinal 
sobre o segmento [x,, x:]; podemos chegar aí, reduzindo o compri- 
mento do intervalo, que contém a raíz. 

Do facto da derivada segunda não mudar o seu sinal sobre o 
segmento [x,, x>]), deduz-se que a curva é, ou convexa, ou côncava 
sobre este segmento. 

Tracemos a tangente à curva no ponto B (fig. 157). A abcissa a, 
do ponto de encontro desta tangente com o eixo Ox, será o valor 
aproximado da raíz procurada. Formemos a equação da tangente no 
ponto B para achar esta abcissa: 


y — Í (23) = f (23) (£ — 25). 
Notando que y =0 para x= a, temos: 
st a f (22) 


=1, 3 
SE TFT (3) 
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Tracando em seguida a tangente á curva no ponto B,, dedu- 
zimos, uma melhor aproximação a, da raíz. Repetindo-se este 
processo um número de vezes suficientemente grande, pode-se calcular 
o valor aproximado da raíz com o grau de precisáo desejado. 

Chamemos a atenção para o seguinte ponto. Se tivesemos tra- 
çado a tangente à curva não no ponto B mas no ponto 4, o ponto 
de encontro desta tangente com o eixo Ox, poder-se-ia ter encontrado 
fora do intervalo (x,, xə). 

Vê-se imediatamente, das figuras 157 e 158, que se deve traçar 
a tangente à curva na extremidade do arco onde os sinais da função 
e da sua derivada segunda coincidem. Por hipótese, a derivada segunda 


Fig. 157 Fig. 158 


conserva o seu sinal e, por conseguinte, os sinais da função e da 
derivada segunda coincidirão, necessáriamente, numa das extremidades. 
Esta regra é igualmente válida para o caso f”(x) < 0. Se se traga a 
tangente no ponto da curva cuja abcissa é a extremidade esquerda 
do intervalo, é preciso substituir na fórmula (3) xə por xı: 


ma E, (3º) 
f (21) 
Se no interior do intervalo (xı, x,) se encontra um ponto de 
inflexáo C, o método das tangentes pode dar um valor aproximado 
da raíz situada fora do intervalo (x,, x.) (fig. 159). 


Exemplo — 2. Apliquemos a fórmula (3) no cálculo da raíz da equação 
f (z) = z — 6r + 2 =Q, 


situada no intervalo (0; 1). Temos: 


f (0) = 2, fF (0) = (3z? — 6) Ie=o = — 6, 
eis porque encontramos em virtude da fórmula (3): 
2 4 
a =0——¿==3=0,33, 


3. Método combinado (fig. 160). Aplicando simultáneamente ao 
segmento [x,, x2] o método das cordas e o método das tangentes, 
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obtém-se dois pontos a, e à, dispostos de um e de outro lado da 
raíz a procurada, (visto que, f(a)) e f(ã), têm sinais diferentes). 
Aplica-se em seguida ao segmento (a,, à] o método das cordas e o 
método das tangentes. Encontramos dois números az e dz, que estão 
ainda mais próximos do valor da raíz. 


y 


Fig. 159 Fig. 160 


Aplica-se, sucessivamente, este método até que a diferenca dos 
valores aproximados assim obtidos, seja inferior à margem de precisão 
desejada. 

Notemos que aplicando o método combinado aproximamo-nos do 
valor procurado da raíz dos dois lados ao mesmo tempo (isto é, 
que determinamos simultâneamente os valores aproximados por excesso 
e por defeito da raíz). 


Assim, verifica-se para o exemplo considerado que 
f (0,333) > 0, f (0,342) < 0. 


Por conseguinte, o valor da raíz está compreendido entre os valores 
aproximados calculados: 


0,333 < z < 0,342. 
Exercícios 


Determinar a curvatura das curvas nos pontos indicados: 


1. b2z2 4 a2y2=a2b2 nos pontos (0, b) e (a, 0). Resp. — :no ponto (0, b); 
= no ponto (a, 0). 
24 


2. zy=12 no ponto (3; 4). Resp. 105 * 
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6x; 


(1+929% 
4. 16y2==474 — qê no ponto (2, 0). Resp. — . 


3. y=x3 no ponto (z1, yy). Resp. 


2 2 2 
5. a? 4 y? =a? ino ponto arbitrário. Resp. a Vr 
3 (azy) ** 

Determinar o raio de curvatura das curvas nos pontos indicados; construir 
cada curva e o circulo de curvatura correspondente: 


6. y2=x3 no ponto (4; 8). Resp. piso v o 
7. 12—4ay no ponto (0; 0). Resp. R=2a. 
btx,+aty,)?/2 

8. b272—a?2y2—a2b2 no ponto (z1, y1). Resp. Ro Citada O . 
9. y=Log z no ponto (1; 0). Resp. R=2 Va. 

10. y=sen x no ponto (+ s 1) . Resp. R=1. 

z=a cos t | = = 

t1. gent } para t—=t;. Resp. R=3a sent, cos ty. 


Determinar o raio de curvatura das seguintes curvas: 


z = 3t? 
ca | para £=1. Resp. R=6. 
13. A circunferência p = asen 09. Resp. R=5 ; 
(p? + a2)?/3 


14. A espiral de Arquímedes p=a0. Resp R= p? + 2a2 


15. A cardioide p=-a (1—cos 0). Resp. R== V 2ap. 


16. A lemniscata p2=a? cos 20. Resp. R=>—. 


3p 
17. A parábola p =a sec? > . Resp. R=2a sec3 > , 
0 3 0 
E 83 —— — — 2 
18. p =a sen 3 Resp. R= Z a sen? z 
Determinar os pontos das curvas onde o raio de curvatura é menar: 
19. y=- Log z. Resp. ua — Log 2) . 
20. y =e*. Resp. (4 Y?) i 
3 Log 2, > 
2. Vi+ Vy=Va. Resp. (3 7) ; 
x2 | a 
22. y=:a Log (1-3) . Resp. No ponto (0, 0) R=5 
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Determinar as coordenadas do centro da curvatura (a, B) e a equação 
da evoluta de cada uma das curvas seguintes 


2 y _ (2 +b), (a2 + 2) y 
23. a? 4 =1. Resp. iS” TEE , DE ge ee pa 
2 2 2 12 21 
24. z3 +y? =a. Resp. a=x+32%y ; B=y+324y?, 
4 1 45y1 aty —9y5 
3 — 2 _ at+1oy _ aty—9y 
20. y3=a?xr. Resp. a = Gay > B= ai 
z=3t, o ba. 3 
26. PE Resp. a == B=32—5. 
t x x 
z= k Log ctg —-—k cost, k E 
27. 2 Resp. =s (e e S (tractriz). 
y= k sen t. 


xz =a (COS t- t sen t == : 
28. f ( T ), Resp. 4 a COS k3 
y =a (sen t — t cost). = q sen t. 


a Res a =a cos? ¿+ 3a cost sen2t; 
y=a sent, p. B=a sens t+ 3a cos? t sen t. 


30. Calcular as raízes da equação x3— 4x + 2 = 0, aproximadamente a 0,001. 
Resp. zı = 1,675, z = 0,539, x) = —2,214. 


31. Calcular o valor aproximado da raíz da equação f(x) = x5 — x — 0,2 = 0, 
compreendida no intervalo (l; 1,1). Resp. 1,045. 


32. Calcular as raízes da equação xt + 2x2 — 6x +2 = 0, aproximadamente 
a 0,01. Resp. 0,38 < zı < 0,39; 1,24 < za < 1,25. 


33. Determinar o valor aproximado das raízes da equação x3— 5=Q 
—1 + i V3 

2 o 
34. Achar o valor aproximado da raíz da equação x — tgx = 0, compreendido 


entre O e E. Resp. 4,4935. 


Resp. 21 =1,71, 12,3=1,71 


35. Achar a raíz aproximada da equação senx=1— x, aproximadamente 
a 0,001. Indicação. Pôr a equação sob a forma f(x) = 0. Resp. 0,5110 < 
<x < 0,5111. 


Problemas diversos 


36. Mostrar que em cada ponto da lemniscata p? = a? cos2ọ a curvatura é 
proporcional ao raio vector nesse ponto. 


37. Determinar o maior valor do raio de curvatura da curva p=a sent E. 


Resp. R = 3a/4. 
38. Achar as coordenadas do centro de curvatura da curva y = x Log x no ponto 
em que y'= 0. Resp. (e, 0). 


39. Demonstrar que para os pontos da espiral de Arquímedes p = ap o valor 
da diferença entre o raio vector e o raio de curvatura, tende para Zero 
quando pọ > 00, 
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40. Achar a parábola y = ax? + bx +e, tendo com a sinusóide y = sen x 


uma tangente comum e a mesma curvatura no ponto (7/2, 1). Fazer 
nº 


z2 mL 
um desenho. Resp. y > iai 
A função y = f(x) é assim determinada: 


f(x) = x3 sobre o intervalo — 00 <x<l, 
f(x) = ax? + bx + c sobre o intervalo 1<x< + œ. 


44. Quais devem ser os valores de a. b, c para que a curva y = f(x) tenha 


sempre uma curvatura contínua? Fazer um desenho. Resp. a = 3, b == — 3, 
c=1. 


42. Mostrar que o raio de curvatura duma ciclóide é em cada ponto o dobro 


do comprimento da normal nesse ponto. 


43. Escrever a equação do circulo de curvatura da parábola y =x? no 


ponto (1, 1). Resp. +94 (y—3) = 


44. Escrever a equação do círculo de curvatura da curva y =tgx no ponto 


n. n— 40,2 912 425 
(7: 1) Resp. (z= 4 ) -7) 46 * 


45. Achar o comprimento da evoluta da elipse, cujos semi-eixos são iguais 


a a e b. Resp. 4 (a3 — b3/ab. 


46. Achar o valor aproximado das raízes da equação xex = 2, aproximadamente 


a 0,01. Resp. A equação tem uma raíz real única x = 0,84. 


47. Achar o valor aproximado das raízes da equação x Log x = 0,8, aproxi- 


madamente a 0,01. A equação tem uma raíz real única x = 1,64. 


48. Achar o valor aproximado das raízes da equação x2arctgx = 1, aproxi- 


madamente a 0,01. Resp. A equação tem uma raíz real única x = 1,096. 


Capítulo VII 


NÚMEROS COMPLEXOS. POLINÓMIOS 


$ 1. Números complexos. Definições 


Chama-se número complexo a toda a expressão da forma 
a + bi, (1) 


em que a e b são números reais e i a unidade imaginária definida 
pela relação 


i=V—1 ou P=—1; (2) 


a chama-se parte real e bi a parte imaginária do número complexo. 
Diz-se que dois números complexos a + bi e a— bi são conjugados, 
se eles apenas diferem pelo sinal da sua parte imaginária. 

Se a=0, o número 0 + bi= bi diz-se imaginário puro; se 
b = 0, encontra-se um número real: a + Oi = a. 

Adopta-se duas convenções fundamentais: 


1) dois números complexos a, + bi e az + bai, são iguais se 


41 = Go, b, = ba; 
2) um número complexo é igual a zero: 
a+bi=0 


se, e sómente se, a=0, b=0. 


1. Representação geométrica dos números complexos — Todo o 
número complexo a + bi pode ser representado sobre o plano Oxy 
por um ponto 4 (a, b) de coordenadas a e b (fig. 161), e, reciproca- 
mente, todo o ponto M(a, b) do plano Oxy pode ser considerado 
como a imagem geométrica do número complexo a + bi (*). | 

Mas se a todo o ponto A (a, b) corresponde um número com- 
plexo a + bi, então, em particular, a todo o ponto do eixo Ox cor- 
responde um número real (b = 0). Todo o ponto do eixo Oy representa 
um número imaginário puro, visto que neste caso a=0. 


(*) a+ bi, é, então, chamado o afixo do ponto M (a, b). 
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Eis porque, a respeito de uma tal representação dos números 
complexos sobre o plano, se chama ao eixo Oy eixo imaginário e ao 
eixo Ox eixo real. 


Juntando o ponto 4 (a, b) à origem das coordenadas, obtém-se 
o vector OA. E 

Por razões de comodidade, compara-se muitas vezes o número 
complexo a + bi ao vector OA correspondente. 


2. Forma trigonométrica dos números complexos — Designemos 
por p er (r>0) as coordenadas polares do ponto A (a, b), tomando 
a origem das coordenadas para pólo e o sentido positivo do eixo Ox 

para eixo polar. Então, (fig. 161) tem-se as 


relações seguintes: 
y A (a,b) $ “8 


a=rco0os q, b= r sen y 


e, por conseguinte, todo o número complexo 
pode ser posto sob a forma 


a + bi= r (cos ọ + i sen q). (3) 


Fig. 161 A expressão que figura no membro 

direito desta relação é a forma trigonométrica 

do número complexo a + bi. As quantidades r e y exprimem-se em 
função de a e b pelas fórmulas 


r=Va +0, q=Aretg >. 


r diz-se módulo e ə argumento do número complexo a + bi. 

O argumento do número complexo, o ângulo p, é positivo se é 
contado a partir do eixo dos x positivos no sentido inverso dos 
ponteiros dum relógio e negativo no caso contrário. É evidente, que 
o argumento py não é definido duma maneira unívoca, mas próximo 
de 2rk, em que k é um número inteiro qualquer. 

Designa-se, por vezes, o módulo r dum número complexo a + bi 
pelo símbolo |a + bi|: 

r == | a + b |. 


Notemos que todo o número real Æ pode ser igualmente posto 
sob a forma (3), a saber: 


A =| A | (cos O +i sen 0) quando 4 >0, 
A =| A |(cosn + isen x) quando A <0. 
O módulo do número complexo O é igual a zero: |0| = 0. Pode-se 


tomar para argumento do número zero um ángulo gp qualquer. Com 
efeito, qualquer que seja q, ter-se-á 


0 = 0. (cos q + i sen q). 
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$ 2. Principais operacóes sobre os números complexos 


1. Adição dos números complexos — A soma de dois números 
complexos a, + bi e az + bi é o número complexo definido pela 
igualdade 


(a, + bii) + (az + bai) = (a, + aa) + (by + Do) 1. (1) 


Vê-se, da fórmula (1), que a adição dos números complexos 
representados sob a forma de vectores, satisfaz as regras da adição 
dos vectores. 


2. Subtracção dos números complexos 
— A diferença de dois números complexos 
a. + bi e a, + b,i é o número complexo que, 
somado a a, + bii, dá a, + bal. 

Vé-se, facilmente, que 


(aa + bai) — (a, + bai) = (07 c82)- (0,* 661) 
= (a, — my) + (ba — by) i. (2) Fig. 162 


Notemos que o módulo da diferença de dois números complexos, 
V (a, — 42) + (bı — bo)? é igual à distância entre os dois pontos cor- 
respondentes do plano complexo (fig. 162). 


3. Multiplicação dos números complexos — O produto dos núme- 
ros complexos a, + bi e az + bi é o número complexo que se 
obtém multiplicando estes números como binómios, segundo as regras 
do cálculo algébrico e tendo em atenção as relações: 


B=-4; P=(i=-i; t=(-)0)=-2=4: 


e, em geral, para todo o inteiro k: 


¿A == 4 > porra = i: jih+2 a 1: ph T3 —i 
Em virtude desta regra, temos: 
(a, + byi) (a, + bai) = ma, + brazi + abai + bibi 
ou 


(a, + bii) (a, + bai) = (aja, — b,d5) + (bras + abo) i. (3) 
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Se os números complsxos sáo dados sob a forma trigonométrica, 
ter-se-á: 
r, (cos q, + i sen q;) ra (cos pz + i sen qa) = 

= ryra [cos q, cos pz + i sen q, cos q; + ¿cos q, sen a + 

+ i? sèn q, sen pa] = ryra[(cos q, cos q; — sen q, sen pa) + 

+ ¿(sen q, cos q, + cos q, sen P2)] = ryra [cos (P1 + Pa) + 

+ i sen (q, + q5)). 
Assim, r, (cos q; + i sen q,) ra (cos q, + i sen pa) = 
= r,ra[cos (q; + qo) + i sen (q, + qo)), (35) 


isto é, o produto de dois números complexos é um número complexo 
cujo módulo é igual ao produto aos módulos dos factores e o argu- 
mento à soma dos argumentos das factores. 


Nota— 1. Em virtude da fórmula (3), os números complexos 
conjugados a + bi e a — bi, verificam a relação 


(a + bi) (a — bi) =a? + db, 


isto é, que o produto de dois números complexos conjugados é um 
número real, igual à soma dos quadrados dos seus módulos. 


4. Divisão de números complexos — A divisão de dois números 
complexos é a operação inversa do seu produto; se 


(em que V a? + b #0), então, x e y devem ser tais, que se tenha 


a, + bii = (az + bai) (x + yi) 
ou 
a, + bii = (az — bay) + (azy + ba1) i. 


Por conseguinte, 


4 = lx — bay, bi = bat + ayy, 
donde encontramos: 
ER ma, + b,b, = abı — mb, 
az + bi as + ba 


? 
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e temos finalmente: 


q + bi — hay + biba , ayb, — qd, i 

a+b a +b; atb 

Na prática, procede-se da seguinte maneira para efectuar a 
divisão de dois números complexos; para dividir a, + b,i por az + bai, 
multiplica-se o dividendo e o divisor pelo número complexo conjugado 
do divisor (isto é, por az — bzi). O divisor torna-se, então, um número 


real; dividindo por este número real a parte real e a parte imaginária 
do dividendo, obtém-se o quociente: 


q + bi _ (a, + bi) (a, — bal) E 


as + bzi = (as + Dai) (ay — bai) 
e (aa, + b,b3) + (a2b, — ayb) i E 
az + bz 
E bib T tbe , 7 
az + by az + bi 
No caso dos números complexos, expressos sob a forma trigo- 
nométrica, tem-se: 


E (cos qd sen g) = Ti [cos (Pı — P2) + 1 sen (p, — Qa)]. 
ra (COS Pz + i senpa) ra 


(4) 


Para verificar esta igualdade, basta multiplicar o divisor pelo 
quociente: 


ra (COS q, + i sen qo) [cos (Pı — Po) + sen (p, — q2)] = 


Ta [cos (ga + Pı — Pa) + i sen (P2 + P1 — Po)] = 


2 
= r, (cos q, +i sen qy). 


Assim, o módulo do quociente de dois números complexos, é 
igual ao quociente dos módulos do dividendo e do divisor; a argu- 
mento do quociente é igual à diferença dos argumentos respectivos 
do dividendo e do divisor. 


Nota — 2. As regras que regem as operações efectuadas com 
os números complexos mostram que a soma, a diferença, o produto 
e o quociente dos números complexos são também números complexos. 


254 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Fa 


Se se aplica aos números reais, considerados como um caso 
particular dos números complexos, as regras que regem as operações 
efectuadas com os números complexos, vê-se que elas concordam com 
as regras usuais de aritmética. 


Nota — 3. Voltando às definições da soma, da diferença, do 
produto e do quociente dos números complexos, verifica-se fácilmente, 
que se se os substituir pelos seus conjugados respectivos, os resultados 
das operações indicadas devem também ser substituídos pelos seus 
conjugados. Em particular, resulta o teorema seguinte, 


Teorema — Se no polinómio de coeficientes reais 
Av + AXIAL... H An 


se substitui por x o número a + bi, depois o número conjugado a — bi, 
os resultados obtidos, serão, respectivamente, conjugados. 


$ 3. Elevação dum número complexo a uma potência e 
extracção da raíz dum número complexo 


1. Elevação a uma potência — Resulta da fórmula (37) do pará- 
grafo precedente, que se n é um inteiro positivo, então, 


[r (cos q + i sen q)]" = r” (cosny + isèn nọ). (1) 


Esta fórmula é chamada fórmula de Moivre. Ela mostra que 
quando se eleva um número complexo a uma potência inteira e 
positiva, o módulo deste número é elevado a esta potência e o argu- 
mento é multiplicado pelo expoente desta potência. 

Prestemos atenção a uma aplicação da fórmula de Moivre. 


Fazendo nesta fórmula r = 1, temos: 
(cos ip + i sen q)” =cosnq + i senno. 
Desenvolvendo o primeiro membro, segundo a fórmula do binó- 
mio de Newton. e identificando as partes reais e os coeficientes de i, 


pode-se exprimir sen nọ e cosng em função das potências de sen p 
e cosg. Por exemplo, para n= 3, temos: 


cos? q + i3cos*q-sen q — 3 cos p- sen? q — i ser p= 
= cos 3q + i sen 3q. 
Resulta da igualdade destes números complexos, que 
cos 3p = cos? p — 3 cos q sen? q, 
sen3p=— sen'p+3Icos'p q. 
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2. Extracção da raíz — Chama-se raíz n dum número complexo, 
ao número complexo que, elevado à potência n, dá o número que 
figura debaixo da raíz, isto é, 


y r (cos q + i sèn q) = p (cos y + i sen), 


o” (cos np + i sen np) = r (cos q + i sen q). 


Visto que, para dois números complexos iguais, os seus módulos 
são iguais e a diferença dos seus argumentos é um múltiplo de 2r, 
podemos escrever: 


=r, np=q+2ka. 
Donde encontramos: 


o=Vr, es dE a 


n 


. ° . . n , . > . 
em que k é um inteiro arbitrário, e Vr a raíz aritmética (isto é, 
um número real positivo) do número positivo r. Por conseguinte, 


Vr(cosq + i sen q) = 7 (cos EME 4 y sen 22n) (2) 


n 


Dando a k os valores 0, 1, 2, ..., n— 1 encontramos n valores 
diferentes da raíz. Cada valor da raíz obtida, dando a k um valor 
maior que n — 1, não se distingue de qualquer dos valores precedentes, 
a não ser por um múltiplo de 2r e, por conseguinte, estes dois valores 
da raíz identificam-se. 


A raíz índice n dum número complexo tem, pois, n valores 
diferentes. 

A raíz índice n do número real 4, diferente de zero, tem igual- 
mente n valores diferentes, visto que os números reais são um caso 
particular dos números complexos e podem ser expressos, igualmente, 
sob a forma trigonométrica: 


se A >0, então, A = | A | (cos O -+ i sen 0); 

se AO, então, A =| A | (cos n + i sen x). 
Exemplo — 1. Seja calcular as raízes cúbicas da unidade. 
Resolução — Escrevamos a unidade sob a forma trigonométrica: 


1 = cos 0 + isen 0. 


Obtemos a fórmula (2): 
vi=pP cos 0 + i sen 0=cos ITI i sen OH tn : 
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Para k=0, 1, 2, temos os três valores da raíz: 


z; = cos 0+ isen 0 =1 ; zo=cos + pisen SE; z= E 4i sen án 


3 3 
Ora, 
2x. 4. 2n Vô. 4n 4. 4n V3 
COS ara + q o o pda di Pd G SR E 
temos, por conseguinte: 
1,.V3 1 3 


Os pontos A, B, C da figura 163, são as imagens geométricas das raízes 
obtidas. 


3. Resolução das equações binómias — Chama-se equação binó- 
mia, a toda a equação da forma 


Procuremos as raízes desta equação. 
Se A é um número real positivo, então, 


Fig. 163 


A expressão, entre parêntesis, dá todos 
os valores da raíz índice n da unidade. 
Se A é um número real negativo, então, 


z= Via (cos EZER y son 2:242) 
n 


+ 1 sen 
n 


A expressáo entre paréntesis dá todos os valores da raíz índice 
n de — 1. 


Se A é um número complexo, acha-se os valores de x a partir 
da fórmula(2). 


Exemplo — 2. Resolver a equacáo 


qe: 
Resolução. 


z=% cos 2k1 -+i sen 2kn = cos err -+i sen ei ; 
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Para k=0, 1, 2, 3, temos: 
1, =C08 0 +1 sen0=1, 


2 
Z9== COS Sp pisen É, 


4 
T3= cos + sen io — 1, 
6 
z= COS + sen SE = =i. 
$ 4. Função exponencial de expoente complexo 


e suas propriedades 


Seja 2 = x +iy. Se x e y são variáveis reais, z é uma variável 
complexa. A cada valor da variável z, corresponde um ponto bem 
determinado (fig. 161) no plano Oxy (plano da variável complexa). 


Definição — Diz-se que w é uma função da variável complexa z, 
se a cada valor da variável z, tomada num certo domínio do plano 
da variável complexa, corresponde um valor bem definido da variável 
complexa w; esta função da variável complexa é anotada por: w = f (2z) 
ou w = w (2). 

Consideraremos aqui uma única função de variável complexa, a 


função exponencial 
Z 


w = e 
ou 
w = et". 
Os valores complexos da função w definem-se como se segue (*): 
TOE etu = e* (cos y + i sen y), (1) 
Es w (2) = e* (cos y + isen y). (2) 
xemplos. 
N. 
; SL E | 2 2 
1) = 4 +51, e te (cos F +1 sen g) =e (124.12), 
T. 
0+ — i 
2) 1=0 +51, e =e ( cos Z+ i sen Z) =i, 


3) 2=1+1i, eiti — eî (cos 1 +1 sen 1) = 0,54 4-¿-0,83, 


4) z=x , número real, + ex (cos 0-+ isén0)==e* é a função exponencial 
ordinária. 


(*) O bom fundamento duma tal definição da função exponencial da 
variável complexa, aparecerá no seguimento, ver $ 21, Cap. XIII e $ 18, 
Cap. XVI, t. IL 


17 
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Propriedades da função exponencial — 1. Se z, e zə são dois 
números complexos, entáo, 
et 22 e ei. e. (3) 


Demonstração — Seja, 
n=T+Hiy Z= T; + ihz; 


entao, 21422 itiu) tativ) — ¿tad +ily ty) 


= ee“ [cos (Y, + Ya) + i sen (y, + Yo)]. (4) 


Por outra via, em virtude do teorema relativo ao produto de 
dois números complexos, expressos sob a forma trigonométrica, temos: 


epa — etti ezti — e1 (cos y, +i sen y,) X 
x 6% (cos ya + isen ya) =e*te** [cos (Y + Ya) + i sen (Ya + yo]. (5) 


Os termos da direita nas igualdades (4) e (5) são iguais e, por 
conseguinte, os termos da esquerda sáo-no também: 


2. Demonstra-se, duma maneira análoga, a fórmula 


e 


(6) 


ZZ 
e“! 2 = 


e 
3. Se m é um número inteiro, tem-se: 
(e)” => ene (7) 


Para m >O esta fórmula demonstra-se facilmente a partir da 
fórmula (3); se m < O esta fórmula é deduzida das fórmulas (3) e (6). 

4. Demonstremos a identidade 
ertani =p (8) 


Com efeito, obtém-se das fórmulas (3) e (1): 
ent = er — e (cos 2n + isen 2n) = e. 

Resulta da identidade (8) que a função exponecial e? é uma 
função periódica de período 2ri. 

5. Consideremos, agora, a quantidade complexa 

w = u (1) + iv (1), 

em que u(x) e v(x), são funções reais da variável real x, É o que se 
chama uma função complexa da variável real x. 

a) Suponhamos que os limites 


lim u (x) = u (zo), lim v (1) = v (zo) 
x> xo X>Xo 
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existem. Então, chama-se u (xo) + iv (xo) = Wo, O limite da variável 
complexa w. 


b) Se as derivadas w (x) e v' (x) existem, chama-se à expressão 
w,=u (2) + iv (2) (9) 


a derivada da função complexa da variável real em relação a esta 
variável real. 
Consideremos em seguida a função exponencial 


w= esxtiba fatiga 


em que « e 8 são números reais constantes e x uma variável real. 
É uma função complexa de variável real que se pode, em virtude da 
fórmula (1), pôr sob a forma: 


w = e** [cos Bx + i sen Ba] 
ou 
w = e“ cos Bx + ie sen Br. 


Calculemos a derivada w'r., Em virtude da fórmula (9), temos: 
w, = (e** cos Pa) + i (e** sen x) = 
= e“* (a cos px — f sen Bz) + ie”? (a sen Bx + p cos Ba) = 
= a [e** (cos Pr + i sen Bx)] + if [e*? (cos Ba + i sen fa)] = 
= (a + ip) [e** (cos Ba + ¿sen Ba)]= a + ip) eStiblz 
Logo, se w = etip, então, w = (a + 18) e(a+iB)x ou 
[e tiD (a + ip) eti (10) 
Assim, se k é um número complexo (em particular um número 
real) e x um número real, então, 
(=) = ke”. (9°) 


Obtemos a fórmula usual de derivação da função exponêncial. Por 
outra via, 


(=) — [ey = k E) = ket”, 


e, para n qualquer 
eya =Z kr, 


Estas fórmulas ser-nos-ão úteis no seguimento. 
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S 5. Fórmula de Euler. Forma exponencial 
dum número complexo 


Se se põe na fórmula (1) do parágrafo anterior x = 0, tem-se: 
ely = cos y + 1 Sen y. (1) 


É a fórmula de Euler que exprime o elo de ligação entre a função 
exponencial de expoente imaginário e as funções trigonométricas. 
Substituindo na fórmula (1) y por — y, tem-se: 


e” Y — cos y — i sen y. (2) 


Deduz-se das. igualdades (1) e (2) a expressão de sen y e de cos y: 


ty —iy 
er+e 
COS Y = ES 
; 2 
l iy e! (3) 
sin y = ; 
d 2i 


Utiliza-se, em particular, estas últimas fórmulas para exprimir as 
potências de cosy e sen y, bem como os seus produtos em função 
dos senos e de cossenos dos arcos múltiplos. 


iy -iy y 2 
Exemplos — 1. cos? =(=) = (clay 4240724) = 


= [(cos 2y +i sen 2y) +2- (cos 2y — i sen 2y)] = 


= (2 cos 2y + 2) => (1 +cos 2y). 


A AS etta 
pS] 
O (E9 erizo À a 4 
a E isca 
Forma exponencial dos números complexos — Representemos o 
número complexo z sob a forma trigonométrica: 
z = r (cos ọ + i sen q), 
em que r é o módulo e y o argumento deste número complexo. Em 
virtude da fórmula de Euler 
cos ọ + i sen q = e°’. 


2. cos? p sin? ọ = ( 


Por conseguinte, todo o número complexo pode ser posto sob 
a forma, dita exponencial: 


Z = re”. 
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Exemplos — Pôr os números 1, i, —2, —i, sob a forma exponencial. 


Resolução — 1A=cos2kx + ¡sen 2kr— elit 


: JT : N 
l = COS — l sen — = e 
zt 2 9 


—2=2 (cos n+ isen n) =2e", 


¿=COS da i sen 1, 2 
2 7 NR 


$ 6. Decomposição dum polinómio em factores 
Chama-se polinómio ou função racional inteira de x a função 
f (3) = Ao" HAIA... + An, 


em que n é um número inteiro; como se sabe, o número n é chamado 
grau de polinómio. Os coeficientes Ao, As, .... An são aqui números 
reais ou complexos. A variável independente x pode, igualmente, tomar 
ou valores reais ou valores complexos. 

Chama-se raíz dum polinómio ao valor da variável x, para o 
qual o polinómio se anula. 


Teorema — 1. (Teorema de Bézout). O resto da divisão do poli- 
nómio f(x) pelo monómio x— a é igual a f(a). 


Demonstração — O quociente da divisão de f(x) por x—a é 
um polinómio f, (x) de grau inferior duma unidade ao do polinómio 
f (x); o resto é um número constante R. Podemos, então, escrever 


f(x) = (x — a) fı (1) + R. (1) 


Esta igualdade é verdadeira para todos os valores de x diferentes 
de a (a divisão por x— a não tem sentido para x = a). 

Se agora x tende para a, o limite do primeiro membro da 
igualdade (1) será igual a f(a) e o limite do segundo membro ser: 
igual a R. As funções f(x) e (x— a) fi(x) + R sendo iguais para 
todos os valores de xa, os seus limites quando x> a são também 
iguais, isto é, f(a) = R. 


Corolário — Se a é uma raíz do polinómio, isto é, se f(a) = 0, 
f(x) é divisível exactamente por x— a, e pode ser, por conseguinte, 
posto sob a forma de produto 


f(x) = (x — a) f(x), 
em que f, (x) é um polinómio. 
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a l. O polinómio f(x) = x3 — 6x2 + Ilx— 6  anula-se para 
x=1, isto é f(1) =0, logo, o polinómio é divisível exactamente por x— 1: 


z3 —622+ 111—6= (2—1) (12— 51 +6). 


Consideremos agora as equações a uma incógnita x. 
Chama-se raíz duma equação a todo o número (real ou complexo) 
que, substituído em x na equação, a transforma em identidade. 


Exemplo —2. Os números =>: =$, aj ... São as raízes 


da equação cosx = sen x. 


Chama-se equação algébrica de grau n às equações da forma 
P (x) = 0 em que P (x) é um polinómio de grau n. Resulta da definição 
que as raízes da equação algébrica P(x) = O se identificam às do 
polinómio P (x). 

Põe-se, naturalmente, a questão de saber se toda a equação tem. 
raízes. A resposta é negativa, se se considera as equações não algé- 
bricas, porque existe equações deste género que não têm nem raízes 
reais nem raízes complexas: por exemplo, a equação er = 0 (*). 

Todavia, se se considera as equações algébricas, deve-se responder 
pela afirmativa a esta questão. Neste caso, a' resposta constitui o que 
se chama o teorema fundamental da álgebra, 


Teorema — 2. (Teorema fundamental da álgebra). Toda a função 
racional inteira f(x) tem, pelo menos, uma raíz real ou complexa. 

Demonstra-se este teorema na álgebra superior. Admitimo-lo aqui. 
sem demonstração. 

Servindo-nos do teorema fundamental da álgebra, demonstra-se 
fácilmente a proposição seguinte. 


Teorema — 3. Todo o polinómio de grau n decompõe-se em 1 
factores lineares da forma x — a e um factor igual ao coeficiente de x». 


Demonstração — Seja f(x) um polinómio de grau n: 
(2) = Agr” PAL ?+4 + An. 


(*) Com efeito, se um número x, =a + bi fosse a raíz desta equação, 
ter-se-ia a identidade ear+bi=0Q (em virtude da fórmula de Euler), . es 
(cos b + sen b) = 0. Mas e% não se pode anular, qualquer qué seja o expoente 
real a; do mesmo modo, cosb + isenb não é nulo (visto que o módulo deste 
número é igual a V cos? b + sen? b = 1, qualquer que seja b). Por conseguinte, 
o produto es (cosb + isenb)Æ0, isto é, estbi £0, o que significa que a 
equação ex = O não tem raízes. 
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Em virtude do teorema fundamental da álgebra, este polinómio 
tem, pelo menos, uma raíz; designemo-la por a,. Entáo, em virtude do 
corolário do teorema de Bézout, polemos escrever: 


f (x)= (xz — a): fı (2), 


em que fı(x) é um polinómio de grau (n — 1); fı (x) tem igualmente 
uma raíz. Designamo-la por a. Então, 


fı (2) = (x — ao) - fo (2), 


em que f.(x) é um polinómio de grau (n — 2). Do mesmo modo, 
fa (1) = (2 — aj): fa (2). 


Procedendo, assim, o número de vezes necessário, chega-se à 
relação 


Fn-1 (2) = (1 — an) fn, 


em que fn é um polinómio de grau zéro, isto é, uma constante. Esta 
constante é igual, evidentemente, ao coeficiente de x”, isto é, fn = Ao. 
Podemos, então, escrever em virtude das igualdades obtidas 


f (£) = Ao (z — a) (z — a) . . . (£ — an). (2) 


Resulta da decomposição (2) que os números a,, az, ..., an são 
as raízes do polinómio f (x), visto que o segundo membro, e por conse- 
guinte,.o primeiro membro, é igual a zero desde que se substitui 
X =, X = a:, X= dz, ..., X = An. 


Exemplo — 3. O polinómio f(x) = x3 — 6x2 + lix — 6, anula-se para 


A P A Teo: 
Por conseguinte, 


— 612 + 11x—6=(2—1) (1—2) (1—3).. 


Nenhum outro valor x = a, diferente de a,, az, ..., an, pode s. 
uma raíz do polinómio f(x), visto que nenhum factor do segund 
membro da igualdade (2) se anula para x = a. Podemos, entáo, enunc 
a proposição seguinte. 

Todo o polinómio de grau n não pode ter mais de n raízes 
diferentes. Este resultado conduz-nos a enunciar o teorema seguinte. 


Teorema — 4. Se os valores de dois polinómios (Xx) e 2 (X), 
de grau n, coincidem para n + 1 valores diferentes ao, a,, ..., an da 
variável independente x, então, estes dois polinômios são idênticos. 


Demonstração — Designemos por f (x) a diferença destes polinómios 


Í (£) = q, (x) — qa (2). 
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f(x) €, por hipótese, um polinómio de grau não superior a n que 
que se anula nos pontos a,, ..., an. Podemos, então, pô-lo sob a forma 


f(x) = Ao (z — h (1 — %) . . . (Z — an). 


Mas, sempre segundo a hipótese, f(x) anula-se igualmente no 
ponto a. Então, f (as) = O, se bem que, nenhum dos factores linearés 
se anule. Deste modo, 4, = 0, e resulta da igualdade (2) que o 
polinómio f (x) é idénticamente nulo. Por conseguinte, y, (x) — qa (x) =0 
ou qi (x) = q: (x). 


Teorema — 5. Se o polinómio 
P (2) = Aot” + AMA... + Anar H An 
é idênticamente nulo, todos os seus coeficientes são, então, iguais a zero. 


Demonstração — Decomponhamos este polinómio em factores. Em 
virtude da fórmula (2): 


P (£) = Aot” + At +... + Ana + Anr = 


= Á (z — a)... (£ — an). (1’) 

Se este polinómio é idênticamente nulo, deve sê-lo igualmente 

para um valor de x diferente de a, ..., an. Neste caso, os factores 
X— q, ..., X— an, não se anulam e, por conseguinte, 4, = 0. 


Demonstra-se, do mesmo modo, que, A, = 0, A: = Q0, etc. 


Teorema — 6. Os coeficientes respectivos de dois polinómios 
idênticamente iguais, são iguais. 

Isto resulta do facto de a diferença destes polinómios ser um 
polinómio idênticamente nulo. Por conseguinte, em virtude do teorema 
anterior, todos os seus coeficientes são nulos, 


Exemplo — 4. Se o polinómio ax? + bx? + cx + d é idênticamente igual 
ao polinómio x? — 5x, então, a=0, b=1, c=— 5, d=0. 


$ 7. Raízes múltiplas do polinómio 
Se certos factores lineares da decomposição dum polinómio de 
grau n 
f (2) = Ao (2 — a) (£ — ap). . . (2 — an) (1) 
são iguais, pode-se, então, agrupá-los e decompôr este polinómio em 
factores da maneira seguinte 


onde f(z) = Ao (£ — a)" (£ — a)"? . . . (T — am)”, (1º) 


kit k+... +Fkm=NM. 
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Neste caso, diz-se que u, é uma raíz múltipla de ordem k, e kı 
chama-se multiplicidade da raíz. Dir-se-á, do mesmo modo, que a, é 
uma raíz múltipla de ordem k., etc. 


Exemplo — O polinómio f(x) = x? — 5x? + 8x — 4, decompõe-se em fac- 
tores da maneira seguinte: 


f (z) = (z — 2) (z — 2) (z — 1). 
Esta decomposigáo pode-se pór sob a forma: 
f (z) = (z — 2)? (z — 1). 


a, = 2, é uma raíz dupla e a. = |, uma raíz simples. 


Se o polinómio tem uma raíz múltipla a de ordem k, considerá- 
-lo-emos como tendo k raízes iguais. 

Resulta, então, do teorema relativo à decomposição dum poli- 
nómio em factores lineares, o teorema seguinte. 


Todo o polinómio de grau n tem, exactamente, n raízes (reais ou 
complexas). 


Nota — Tudo o que tem sido dito a respeito das raízes do 
polinómio É a a 
f (1) = Agr” + Ax +... + An 
é igualmente verdadeiro para as raízes da equação algébrica 
Ago + A *+...+4,=0. 
Demonstremos. agora, o teorema seguinte. 


Teorema — Se a, é uma raíz múltipla de ordem K, > l para o 
polinómio f(x), é, então, uma raíz de ordem k, — 1 para a derivada 
f? (x) deste polinómio. 


Demonstração — Sendo u, uma raíz múltipla de ordem k, em que 
k, > l, resulta Ja fórmula (1' que: 


f(x) = (z — ay" q (2), 


em que o (x) = (x — a2) ... (x— ant" não se anula no ponto 
x=a, isto é, p(a,) 40. Derivando, temos: 


f (2) = k, (z — a)” Q (2) + (z — a)" q (2) = 
Ponhamos: = (T — at [kig (2) + (z — ay) q (1)]. 


Então, y (2) = hq (2) + (£ — a) q (z. 


f (2) = (z — a)" yp(o, 
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em que 
y (a) = k,9 (ay) + (a, — 4) p (a) = kf (a) + 0, 


isto é, qùe, x =a, é uma raíz de ordem k, — 1 do polinómio f (x). 
Vê-se imediatamente, segundo a demonstração, que se k, = 1, a, não 
é uma raíz para a derivada f (x). 

Resulta deste teorema que a, é uma raíz de ordem k, — 2 para 
a derivada f” (x), uma raíz de ordem k, — 3 para a derivada f” (x), 
..., etc., por fim, uma raíz de ordem 1 (uma raíz simples) para a 
derivada f(k,1)(x); a, náo é uma raíz para a derivada fk, (x), por outras 
palavras, 


f(a)=0, F(a)=0, f'(a)=0, ..., FTP (a) =0. 


mas 


pe (a) 40. 


$ 8. Decomposicáo em factores dum polínómio 
no caso das raízes complexas 


As raízes a,, a», ..., An, da fórmula (1) do $ 7, Cap. VII, podem 
ser ou reais, ou complexas. Em casos semelhantes, pode-se enunciar oO 
teorema seguinte. 


Teorema — Se a + bi é uma raiz complexa do polinómio f(x) 
de coeficientes reais, este polinómio tem igualmente por raíz, o número 
conjugado a — bi. 


Demonstração -— Se substituirmos na variável x do polinómio f (x) 
o número a + hi, encontramos, depois de termos efectuado as: operações 
correspondentes e agrupado separadamente os coeficientes de i, e os 
que não contêm i, que 


fla +bj=MA+ Ni, 


em que M e N são expressões que não contêm i. 
Sendo a + bi uma .raíz do polinómio, temos 


f (a + bi) = M + Ni=0, 
donde 
M=0, N=0. 
Substituamos na variável x do polinómio o número a — bi. En- 
contramos, então, depois de termos efectuado as operações correspon- 


dentes (em virtude da nota 3 feita no fim do $ 2 do presente capítulo), 
o número conjugado de M + Ni, por outras palavras, 


f(a — bi) = M — Ni. 
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Mas como M=0 e N=0, verificamos que f(a— bi) =0,. o 
que exprime bem que a— bi é uma raíz do polinómio. 

Por conseguinte, as raízes complexas entram na decomposição 
do polinómio. 


f (1) = Ao (£ — a) (1 — a3) . . . (1 — an) 


por pares conjugados. 

Multiplicando entre si os factores correspondentes ao par de 
raízes complexas conjugadas, obtemos um trinómio do segundo grau 
de coeficientes reais: 


[z — (a + bi) [z — (a — bi)]= [(x — a) — bi][(z — a) + bi]= 
= (x — a? + bP = r? — Raz + a+ b’ = r H pr + gq, 


em que p = — 2a e q =a? + b são números reais. 

Se o número a + bi é uma raíz múltipla de ordem k, o número 
conjugado a — bi é também uma raíz múltipla de ordem k, de modo 
que na decomposição dum polinómio em factores entram tantos factores 
lineares x— (a + bi) como factores lineares x — (a — bi). 

Por conseguinte, todo o polinómio de coeficientes reais pode ser 
decomposto em factores de coeficientes reais do primeiro e do segundo 
grau de multiplicidade correspondente, isto é, 


f(x) = Ao (z — ay)" (£ — ate... 


lea (2° + p£ +Q)" . . (+ pst + q)", 
onde 


kitki +... +k +2L+... +2 =n. 


$ 9. Interpolação. Fórmula de interpolação de Lagrange 


Suponhamos que ao estudar um certo fenómeno, se tinha demons- 
trado a existência de uma dependência funcional entre grandezas x 
e y exprimindo o aspecto quantitativo deste fenómeno; a função 
y = p(x) não é conhecida, mas estabeleceu-se, ao proceder a uma série 
de experiências que a função y= p(x) toma, respectivamente, os 
valores yo, Yı, Yz» -.., Yn quando se dá à variável independente os 
valores Xo, X1, X2, ..., Xn pertencentes ao segmento [a, b]. l 

O problema que se põe é de achar uma função o mais simples 
possível (um polinómio, por exemplo), que seja a expressão exacta 
ou aproximada da função desconhecida y = y (x) sobre o segmento [a, b]. 
Duma maneira mais generalizada, o problema pode ser posto como 
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se segue: o valor da função y = p(x) é dado em n + 1 pontos dife- 
rentes xo, Xi,» .... Xn do segmento [a, b]: 


Yo= P (To), Y= F (T), -.-» Yn = P (Zn); 


pede-se para achar um polinómio P (x) de grau <n que exprima, 
duma maneira aproximada, a função q (x). 

É muito natural escolher o polinómio de maneira que tome 
nos pontos Xo, Xi, .... Xn, OS Valores yo, Yı, Ya; -.., Yn da função q (x) 
y (fig. 164). Neste caso, o problema 
que pusemos e que se chama «pro- 
blema de interpolação da função» 
pode ser formulado da maneira se- 
PIT) guinte: encontrar para uma função 
dada (x) um polinómio P (x) de 
gau <n que tome nos pontos xo, 


Xis ...» Xn OS valores 
ax, T I 
o Y; n Yo = Q (Zo), Y, = E (2,),.... 
Fig. 164 
'8 Yn = (Zn). 


Para este fim, escolhamos um polinómio de grau n da forma 
P (2) = Co (2 — 2): (£ — T4) . . . (£ — 2n) + 
+ C, (T — 10) (2 — 2)... (£ — £n) + 
+ Ca (1 — To) (£ — 11) (£ — 23)... (£ — In) +- - 


coo H Cn (£ — To) (£ — 11) . . . (Z — £p-1) (1) 

e determinemos os coeficientes Co, C,, .... Cn de maneira que sejam 
verificadas as condições 

P (z) = Yo P (21) =Y, o P (2n) = Yn. (2) 


Façamos na fórmula (1), x =x., então, em virtude das igual- 
dades (2), temos: 


Yo = Co (Zo — 11) (To — T3) . . . (Zo — Zn), 


donde 
C; z= , Yo 
(To — T1) (To — To)... (Zo — Tn) 


Façamos em seguida x =“x,; temos: 


yy = Cı (2, — Lo) (1, — 33) . . . (2, — Zn), 
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donde 
A AAA 
= : 
(2, — To) (2, — Tə) . . . (2, — Zn) 


Procedendo desta maneira, obtemos sucessivamente 
Ya 


ss (Ta — Lo) (La E 21) (Z3 — 23)... . (Ta — Tn) 
C- A: a NS US a a . 
"(y — To) (En — 21) (Zn — 29)... (En — Enc) 


Substituindo os valores assim encontrados dos coeficientes na 
fórmula (1), temos: 


(£ — £,) (£ — T3) . . . (Z — Lp) 


DET ERA e 
at (1 — Lo) (T — T2) . . . (£ — Tn) +.. 


(£1 — Lo) (2, — To)... (£1 — En) 


E (£ — Lp) (£ — 21)... (1 — Ln-1) Yn. (3) 


(En — To) (En — 11) - - - (En — Tn-1) 


Esta fórmula é chamada fórmula de interpolação de Lagrange. 

Indiquemos, sem dar a demonstração, que se (x) tem uma 
derivada de ordem (n + 1) sobre o segmento [a, b], o erro cometido 
substituindo a função g(x) pelo polinómio P (x), isto é, a quantidade 
R (x)= ¿(x) — P (x) verifica a desigualdade 


| R (2) | <| (£ — 2) (£ 2)... (€ — 2n) | xX 


x pas max | "+? (2) |. 
(n+ 1)! 
Nota — Resulta do teorema 4, $ 6, Capítulo VII, que o poli- 
nómio obtido P(x) é o único. polinómio que satisfaz às condições 
do problema posto. 


Exemplo — Os resultados duma experiência forneceram-nos os valores da 
função y=q(1): ya =3, y, =— 5, y,=4, correspondentes aos valores 1, 
2, — 4, da variável independente x. 

Exprimir a função y:'= q (x), duma maneira aproximada, por um poli- 
nómio do segundo grau. 
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Resolução — Em virtude da fórmula (3), temos (para n = 2): 

+ D EE, ga CDE 
Pasar eo) er) IH 
ou 


39 123 252 

Es qu E 

P (2)= — 50 3 * "30 
Notemos que existe igualmente outras fórmulas de interpolação. 
Uma, entre elas, a fórmula de Newton, é considerada no Anexo II. 


$ 10. Melhor aproximação duma função pelos polinómios. 
Teoria de Tchébychev 


O problema considerado no parágrafo precedente conduz-nos, 
muito naturalmente, a pór a nós próprios a questáo seguinte: seja uma 
função contínua y (x) definida sobre o segmento [a, b]. Pode-se apro- 
ximar esta função com o auxílio dum polinómio P(x) com um grau 
de precisão arbitráriamente dado antecipadamente? Por outras palavras, 
pode-se obter um polinómio P(x) tal que a diferença, em valor 
absoluto, entre y (x) e P (x) seja inferior em cada ponto do segmento 
la, b] a um número arbitrário dado € > 0? 

O teorema seguinte, que enunciamos sem dar a demonstração, 
responde afirmativamente (*) a esta questão. 

Teorema de Weierstrass — Se a função y(x) é contínua sobre. o 
segmento la, b], então, para todo e >0 existe um polinómio P (x) 
tal que em cada ponto deste segmento a desigualdade 


lp (x) — P (1)| <e 
é satisfeita. 

O célebre matemático soviético S. Bernstein indicou um método 
racional para construir polinómios sensivelmente iguais á funcáo con- 
tínua dada sobre o segmento considerado. 

Suponhamos que a função p(x) seja contínua sobre o segmento 
[0, 1]. Formemos a expressão 


n 


B, (2) = D q (=) CH a” (A o”, 


m=0 


(*) Notemos que o polinómio de interpolação de Lagrange [ver (3), $ 9], 
não permite responder à questão posta. Nos pontos Xp, X, ...» Xy Os valores 
deste polinómio são efectivamente iguais aos valores correspondentes da função, 
mas em qualquer outro ponto do segmento [a, b], estes valores podem diferir 
notávelmente. 
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Nesta expressão Cn são os coeficientes do binómio de Newton 
m z a 
ep (2) valor da função dada no ponto x = m, A expressão Bn (x) 


é um polinómio de grau n; chama-se polinómio de Bernstein, 

Para tolo o número arbitrariamente pequeno e>0, pode-se 
sempre obter um polinómio de Bernstein de grau tal, que seja veri- 
ficada a desigualdade 


|B, (1) —  (2)| <€ 


em todos os pontos do segmento [0, 1]. 

Notemos que a escolha do segmento [0, 1] não restringe a 
generalidade, porque se pode sempre reduzir um segmento qualquer 
[a, b] ao segmento [0, 1] com o auxílio da modificação da variável 
x=a+t(b-— a). Esta transformação conserva o grau do polinómio. 

É ao célebre matemático russo P. Tchébychev (1821 — 1894), 
um dos representantes mais eminentes do pensamento matemático, que 
pertence o mérito de ter elaborado a teoria da melhor aproximação 
das funções com o auxílio de polinómios. Pertencem-lhe, neste domínio 
das matemáticas, resultados fundamentais que abriram o caminho aos 
trabalhos ulteriores dos seus numerosos continuadores. 

O ponto de partida desta teoria de Tchébychev foi a sua memória 
sobre a teoria dos mecanismos articulados. É justamente o estudo destes 
mecanismos que o conduziu a procurar no meio de todos os polinómios 
dum dado grau n, cujo coeficiente de x” é igual a um, aquele que 
difere a menos de zero, sobre o segmento dado. Este grande 
matemático conseguiu resolver este problema, e os polinómios obtidos 
foram chamados, por conseguéncia, polinómios de Tchébychev. Estes 
polinómios têm numerosas propriedades notáveis e constituem na hora 
actual um poderoso meio de investigação nos numerosos problemas 
matemáticos e técnicos. 


Exercícios 
1. Calcular (3+ 5i) (4— i). Resp. 174171. 
2. Calcular (6+ 14i) (1 + 3i). Resp. 9+95%. 
3—i 7 19 
. Calcular = —. Resp. ——>—i. 
AA I Ea eP: gm" 
4. Calcular (4— 7i)3. Resp. o 
5. Calcular Vi. Resp. + —— 
AÑ 


6. Calcular V—5 — 12i. Reso. + (2 — 31). 


272 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Por sob a forma- trigonométrica as expressões: 


a) 1+i Resp. y2 (cos Grisenç) Ñ 
b) 1-1. Resp. Y2 (cos T hisen) l 


— |, 


i+ VB... 1-3 
2 i 2 ° 


Achar Vi . Resp. 


9. Exprimir as expressões seguintes, em função das potências de senx e cosx: 
sen 2x, cos 2x, sen 4x, cos4x, sen 5x, cos 5x. 


10. Exprimir em função dos senos e cosenos dos arcos múltiplos, as expressões: 
cos? x, cos3 x, costx, cos? x. cosfx; sen? x, sen3 x, sent x, sen3 x, 


11. Dividir f (z) = z? — 4r? + 8z — í por z + 4. Resp. f (z) = (z + 4) x 

A ns 8x RA k — 161,isto é, quociente: z? — 8z + 40; resto: f(— A = 

Dividir f (z) = zt + 123? + 54r? + 108z + 81 por z + 3. Resp. f (1) = 
= (z + 3) ($ + 91? + 27z + 27). - .. 


jas. 
e 


puto 
ed 


+++ 4 


Decompor em factores os polinômios seguintes: 


14. f (1) = zt — i. Resp. Í (2) = (z — 1) (z + 1) (2? + 1). 
15. f (1) = 2? — r — 2. Resp. f(z) = (z — 2) (z + 1). 
16. f (1) = 2+1. Resp. f (2) = (z + 1) (2? — z + 1). 


17. Os resultados das experiências deram os valores seguintes da função y de x: 


Vi = 4 para 21 = 0, 
ya = 6 para z: = 1, 
= 10 para z3 = 2. 


Exprimir esta função duma maneira aproximada, com o auxílio dum 
polinómio do segundo grau. Resp. x? +x +4. 


18. Achar um polinómio do quarto grau, que tome, respectivamente, os 
valores 2, 1, — 1, 5, O para os valores de 1, 2, 3, 4, 5, de x. 


Resp. = la 2420235. 


19. Achar o ón de grau o mais pequeno possível, que tome, respectiva- 
mente, os valores 3, 7, 9, 19 para x= 2, 4, 5, 10. Resp. 2x— 1. 


20. Achar os polinómios de Bernstein do primeiro, segundo, terceiro e quarto 
grau, para a função y = sen vx sobre o segmento [0, 1]. Resp. B, (x) = 0; 


Bo (1) =2z (1-2); Bs (1) = Eve e(1—z); B; (x)=2zr (1—z)x 


x [2 V2—3) z22— (2 V23—3) z+ V3]. 


Dividir Pi por 2z—4. EEE TE E S E 


Capítulo VILI 


FUNÇÕES DE VARIAS VARIA VEIS 


$ 1. Definição das funções de várias variáveis 


Ao estudarmos as funções de uma só variável, notamos que a 
análise de numerosos fenómenos necessita do emprego das funções 
de duas ou mais variáveis independentes. Citemos alguns exemplos. 


Exemplo — 1. A área de um rectângulo de lados x e y é dada pela 
fórmula bem conhecida 
S = zy. 


A cada par de valores de x e y corresponde um valor bem determinado 
da superfície S. S é, pois, uma função de duas variáveis. 


Exempio — 2. O volume V. dum paralelepípedo rectângulo, cujo compri- 


mento das arestas é respectivamente x, y, z, é dado pela fórmula 
V = zyz. 

Aqui V é uma função de três variáveis x, y, 2. 

Exemplo — 3. O alcance R da trajectória dum projéctil lançado à velo- 
cidade inicial V, sob um ángulo q com o horizonte, é: dado. pela fórmula 
Vi- sen 2q 

g 


(se se desprezar a resistência do ar). g designa aqui, a aceleração da gravidade. 
A cada par dé valores V, e .p corresponde um valor bem determinado 
de R, por outras palavras, R é uma função de duas variáveis V, e q 


R= 


Exemplo — 4. 
am sn da 


u é, aqui, uma função de quatro. variáveis x, y, z, t. 


Definição — 1. Se a cada par (x, y) de valores de duas variáveis 
x e y, independentes, tomados num certo domínio de definição D, 
corresponde um valor bem determinado da variável z, diz-se que z é 
uma função de duas variáveis independentes x e y definida no domínio D. 

Designa-se uma função de duas variáveis pela notação +» ` 


z=fíx, yy ou z=F(z,y), etc. 
18 
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Uma função de duas variáveis pode ser expressa, quer com o 
auxílio de quadros, quer analiticamente, com o auxílio duma fórmula 
como o fizemos nos quatro exemplos acima citados. A fórmula permite 
estabelecer o quadro dos valores que toma a função para cada par 
de valores Jas variáveis independentes. Por exemplo, pode-se formar 
o quadro de dupla entrada seguinte, no caso do primeiro exemplo: 


Neste quadro, acha-se o valor da função S pela intersecção da 
linha e da coluna correspondente aos valores escolhidos de x e de y. 

Se :a dependência funcional z = f(x, y), foi estabelecida após 
medidas efectuadas sobre a variável z no decurso do estudo experi- 
mental dum fenómeno qualquer, obtém-se, então, um quadro de dupla 
entrada definindo z em função das duas variáveis x e y. Neste caso, 
a função é dada únicamente por um quadro. 

A função de duas variáveis, do mesmo modo que a função duma 
só variável, pode não ser definida para todos os valores arbitrários 
das variáveis independentes x e y. 


Definição — 2. Chama-se domínio de definição ou domínio de 
existência da função 


z= f(x, y) 


ao conjunto dos pares (x, y) dos valores de x e de y para os quais 
esta função é definida. 

O domínio de existência duma função de duas variáveis pode 
ser geométricamente interpretado como se segue: se se representa cada 
par de valores x e y por um ponto M (x, y) do plano Oxy, o domínio 
de definição da função será representado por um conjunto de pontos 
deste plano, Chamaremos a este conjunto de pontos, domínio de 
definição da função. Em particular, este domínio pode ocupar o 
plano Oxy completamente. No seguimento, os domínios de definição, 
que tivermos de considerar, serão constituídos por partes do plano 
delimitadus por certas curvas. A curva que delimita o domínio de 
definição chama-se fronteira deste domínio. Os pontos do domínio que 
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não pertencem à fronteira são chamados pontos interiores do domínio. 
Todo o domínio constituído de pontos interiores chama-se domínio 
uberto. Um domínio completado pela sua fronteira diz-se domínio 
fechado. O domínio diz-se limitado se existe uma constante C tal 
que a distância M de qualquer ponto deste domínio à origem das 
coordenadas O é inferior a C, por outras palavras, 


Exemplo —- 5. Determinar o domínio natural de definição da função 
z = 2z — y. 


A expressão analítica 2x — y é definida para todos os valores arbitrários 
de x e de y. Por conseguinte, o domínio natural de definição desta função 
coincide com o plano Oxy inteiro. 


Exemplo -- 6. z= Vi — 12— y?, 


Para que z seja real é necessário que o radial seja um número náo 
negativo ou, por outras palavras, que x e y verifiquem as desigualdades 


1— r — yO 0 224 y?< 1. 


O conjunto dos pontos M (x, y), cujas 
coordenadas verificam esta desigualdade, é a Y) 


parte do plano delimitado pelo círculo de raio 1 

e de centro, na origem das coordenadas (mais Y) P 

exactamente, o interior deste círculo e sua cir- e A 

cunferência). / 
Exemplo — 7. z = Log (z + y). ES De 


A ` 
Sendo os logaritmos apenas definidos para AN Y 


os números positivos, deve-se ter, necessària- 
mente, a desigualdade 


+ y >0 ou y>— r. 


L 


Fig. 165 


O domínio natural de definição desta função é, por conseguinte, oO 
semi-plano colocado por cima da recta y= — x (os pontos da recta não 
pertencem ao domínio) (fig. 165). 


Exemplo -—8. A superfície S dum triângulo, é uma função da base x 
e da altura y: 


_ Ty 
Tai 


O domínio de definição desta função é, evidentemente, o domínio x > 0, 
v>0 (é claro que a base e a altura não podem ser expressas a não ser 
por números estritamente posiivos). | 

Notemos que o domínio de definição da função considerada não se 
identifica com o domínio natural de definição da expressão analítica que a define, 


pare ENT z ; 
o domínio natural de definição da expressão > ocupando, evidentemente, o 


plano Oxy completamente. 
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Pode-se estender, fácilmente, a definição de função de duas variá- 
veis reais independentes ao caso de três e mais variáveis independentes. 


Definição —3. Se a todo o sistema ordenado de valores das 
variáveis x, y, X, ..., U, t, corresponde um valor bem determinado 
da variável w, diz-se que w é uma função dus variáveis independentes 
X, Y, Z, «su, t, e nota-se w = F (x, y, z, ... u, t) ou w = f (x, y, Z, 
o U, t), etc. 

Define-se o domínio de definição duma função de três, quatro 
ou dum número qualquer de variáveis do mesmo modo que no caso 
de uma função de duas variáveis. 

Assim, o domínio de definição duma função de três variáveis 
é um «conjunto de sistemas ordenados dos valores (x, y, z). Notemos 
imediatamente que todo o sistema ordenado de trés números define 
um ponto M (x, y, z) do espaço Oxyz. Resulta que o domínio de 
definição duma função de três variáveis é um certo conjunto de pontos 
do espaço. 

Pode-se definir, do mesmo modo, o domínio de definição duma 
função de quatro variáveis independentes u = f(x, y, z, t), como um 
certo conjunto de sistemas ordenados dos quatro valores (x, y, z, 1). 
Todavia, não é possível neste caso, bem como nos casos dum maior 
número de variáveis independentes, dar uma interpretação geométrica 
simples ao domínio de definição. 

A função considerada no exemplo 2, é uma função de três 
variáveis indepedentes definida para todos os valores de x, y, z, 

A função considerada no exemplo 4, é uma função de quatro 
variáveis independentes. 


Exemplo — 9. 


w = V 1—i2—y2—22—u?, 


w é, aqui, uma funcáo de quatro variáveis independentes x, y, z, u; ela é definida 
para os valores das variáveis independentes que verificam a desigualdade 


1 = ai — y? — 2 — ui > 0. 
$ 2. Representação geométrica duma função de duas variáveis 


aga z= f(t, y) (1) 


uma função definida num domínio G do plano Oxy (este domínio 
pode ocupar. em particular, o plano completamente) e seja Oxyz um 
sistema de covrdenadas cartesianas no espaço (fig. 166). Em cada 
ponto (x, y) do domínio G elevemos uma perpendicular ao plano Oxy 
sobre o qual traçamos um segmento igual ao valor de f(x, y). 
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Obtemos, então, um ponto P do espaço, cujas coordenadas são 
£, Y, z=f(x, y). 


O lugar geométrico de todos os pontos P, cujas coordenadas 
verificam a equação (1), chama-se o gráfico da função de duas variá- 
veis. Sabe-se, do curso de geometria analítica, que a equação (1) 
define uma superfície no espaço. O gráfico duma função de duas 


Fig. 166 


variáveis é, pois, uma superfície cuja projecção no plano Oxy é o 
domínio de definição desta função, Cada perpendicular ao plano Oxy 
corta a superfície z = f(x, y) no máximo dum só ponto. 


Exemplo — Sabe-se, do curso de geometria analítica, que o gráfico da 
função z =x? + y? é um parabolóide de revolução (fig. 167). 


Nota — Não é possível representar, geométricamente, no espaço, 


o gráfico duma função de três ou dum número mais elevado de 
variáveis independentes. 


$ 3. Crescimento parcial e crescimento total da função 


Consideremos a curva PS definida pela intersecção da superfície 


z= f(z, y) 


com o plano y = const. paralela ao plano Oxz (fig. 168). 

Sendo y constante em todo o ponto deste plano, z variará ao longo 
da curva PS sòmente em função de x. Demos à variável independente x 
um crescimento Ax; o crescimento correspondente de z é, então, chamado 
crescimento parcial de z em relação a x; é notado por Azz (o segmento 
SS’ da figura 168) e definido pela relação: 


Axz = f (x + Az, y) — f(x, y). (1) 
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Do mesmo modo, se x é constante e se dá a y um crescimento Ay, 
o crescimento correspondente de z chama-se, então, crescimento parcial 
de z em relação a y e anota-se dy? (o segmento TT’ da figura 168): 


Ayz=f(x, y + Ay) — f (z, y). (2) 

A função recebe, então, o crescimento A,z «ao longo da curva», 
definida pela intersecção da superfície z = f(x, y) e do plano x = const., 
paralelo ao plano Oyz. 

Se agora se der, simultâneamente, um crescimento Ax à variável 
independente x e um crescimento Ay à variável independente y, o 


: 


Fig. 168 


crescimento correspondente Az de z que daí resultará chama-se cres- 
cimento total da função z; o crescimento total é definido pela fórmula: 


Az=f(1+ Az, y + Ay) — f (z, y). (3) 


O crescimento Az está representado pelo segmento QQ’ da 
figura 168. 

Notemos que, em geral, o crescimento total não é igual à soma 
dos crescimentos parciais: 


Az Azi + A,z. 


Exemplo — z = xy. 
Axz= (2 + Az) y— zy =y4r, 
Ayz= t (y + Ay)— zy =xAy, 
Az = (z +- Az) (y + Ay)— ty =yAz + zAy + AzAy. 
Para z=1, y=2, Az=0,2, Ay=0,3, tem-se Az = 0,4, 
Ayz=0,3, Az= 0,76. 
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Define-se, duma maneira análoga, o crescimento total e os cres- 
cimentos parciais das funções dum número qualquer de variáveis. 
Ter-se-á, por exemplo, para uma função de três variáveis indepen- 
dentes u = f (x, y, t): 


Axu = f (z + Ax, y, t)— f(z, y, t), 
Au=f(a, y + Ay, t)— Í (z, y, t), 

Au= f(z, y, t+ At) — f(z, y, t), 

Au = f (z + Az, y + Ay, t+ At) — f (z, y, t). 


$ 4. Continuidade das funções de várias variáveis 


Introduzamos, primeiramente, a noção importante de vizinhança 
dum ponto dado. Chama-se vizinhança do ponto Mo(xo, Yo) de raio r, ao 
conjunto de todos os pontos (x, y) que satis- 


façam à desigualdade Y (x— x) F(y— Yo) < 
< r, isto é, o conjunto de todos os pontos 
situados no interior do círculo de raio r e 
de centro no ponto Mo (xo, Yo). 

Por consequência, quando dissermos que 
a função f(x, y) tem uma certa propriedade 
«na vizinhança do ponto Mo (xo, yo)», isso 
significará que existe um círculo de centro 
no ponto Molxo, yo) em todos os pontos 
do qual a propriedade dada da função é Fig. 169 
verificada, 

Antes de passarmos ao estudo da continuidade das funções de várias 
variáveis, detenhamo-nos na noção do limite das funções de várias 
variáveis (*). Seja dada 


z= f (z, y) 


uma função definida num certo domínio G do plano Oxy. 
Consideremos um certo ponto Me (Xo, yo) situado no interior. 
ou sobre a fronteira do domínio G (fig. 169). 


Definição — 1. Diz-se que o número 4 é o limite da função 
f(x, y) quando o ponto M (x, y) tende para o ponto Mo (xo, yo), 
se para todo e > 0 existe um número r >0 tal que para todos os 
pontos M (x, y) que verificam a desigualdade MM, < r, a desigualdade 
| f (z, y)—A|<e 
é satisfeita. 


(*) De facto, apenas estudaremos as funções de duas variáveis, 
porque o estudo das funções de três ou dum número mais elevado de variáveis 
não traz menhum elemento novo, mas provoca dificuldades complementares. 
de ordem técnica. 
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Se o número Á é o limite da função f(x, y), quando M (x, y) > 
> Mo (Xo, Yo), nota-se: l 
lim f (x, y) = 


v>yo 
Definição — 2. Seja Mo (Xo, yo) um ponto pertencendo ao domínio 
de definição da função f(x, y). Diz-se que a função z = f(x, y) é 
contínua no ponto Me (Xo, yo) se a igualdade 
lim f(x, y) =$ (%o, Yo) (1) 
x—> xn 
Y> Yo 
é verificada, quando o ponto M (x, y), tende arbitràriamente, (perma- 
necendo no interior do domínio de definição) para o ponto Mo (Xo, Yo). 


Façamos, x = Xo + Ax, y = yə + Ay. A igualdade (1) pode, então, 
escrever-se: 


lim f (xo + Az, Yo + Ay) = Í (o, Yo) (1º) 
Ax=>0 
Ay>0 


ou $ 
lim [f (to + Az, Yo + Ay) — f (£o, Yo)] = 0. (15 
ese 
Façamos, Ap =V (Ax)? + (Ay) (ver fig. 168). Quando 4x>0 e 
Ay>0, Ap >0 e, inversamente, se Ap >0,-entáo, AX>0 e Ay > 0. 
A expressáo entre paréntesis na igualdade (1”), náo é mais do | 
que o crescimento total Az da função 2. l 
Por conseguinte, a igualdade (1”) pode ser posta sob a ims 
lim Az = 0. (1º) 
AQÇ>0 
Uma função contínua em cada ponto dum certo domínio diz-se, 
continua nesse domínio. 
Se a condição (1) não é preenchida num certo ponto N (xo, Yo), 
este ponto chama-se ponto de descontinuidade da função z = f(x, y). 
Citemos alguns exemplos em que a condição (1) não tem lugar: 


1) z= f(x, y) é definida em cada ponto duma certa vizinhança 
do ponto N (xo, yo), mas não é definida nesse ponto: 
2) A função z = f(x, y) é definida em cada ponto duma vizi- 
nhança do ponto N (xo, yo) mas o limite lim f(x, y) não existe; 
X>X0 


Yy=>Y 
3) A função é definida em cada ponto da vizinhança de N (xo, yo), 
O limite lim f(x, y) existe, mas 
XX 
Y—>yo lim f(x, y) Æ f (Zo, Vo). 
X-o 
y >Yo 
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Exemplo— 1. A fungáo 
2= 2-4 y? 
é contínua para todos os valores de x e y, isto é, em cada ponto do plano Oxy. 
Com efeito, quaisquer que sejam os números x, y, Ax e Ay, tem-se: 
Az = [(2 + Az)? + (y + Ay)!] [22 + y’) = 2242 + 2yAy + Az? + Ay. 
Por conseguinte, 
Ax->0 
Ay-»0 
Citemos, agora, um exemplo de funcáo descontínua. 
Exemplo — 2. A função 
—  22y 
— 224 y? 


é sempre definida, excepto no ponto x=0, y=0 (fig. 170, 171). 


Z 


Fig. 170 


Consideremos os valores que toma z nos pontos situados sobre a recta 
y = kx (k = const). É evidente que para todos os pontos desta recta 
A = Const 
“A kz? 1 A i 
por outras palavras, sobre cada recta que passa pela origem, a função z, 
tem um valor constante, mas que depende do coeficiente angular k desta recta. 
É esta a razão porque o valor limite da função z depende do caminho 
percorrido pelo ponto (x, y) quando ele tende para a origem das coordenadas. 
Esta função tem, por conseguinte, uma descontinuidade nesse ponto. 
Esta descontinuidade é tal, que não se pode fazê-la desaparecer dando 
à função z um valor apropriado na origem. Por outro lado, vê-se, fàcilmente, 
que em qualquer ponto diferente da origem a função é contínua. 


§ 5. Derivadas parciais duma função de várias variáveis 


Definição — Chama-se derivada parcial em relação a x da função 
z= f(x, y) ao limite do quociente de crescimento parcial A,z em 
relação a x e do crescimento 4x da variável x, quando Ax tende 
para zero. 
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Designa-se a derivada parcial em relação a x da função z = f(x, y) 
por uma das notações seguintes 
Ze: f; (x y) . dz . of 
XxX 9 Xx 9 9 dx b) Ox ° 
Logo, por definição, 


9% im A — lim t+ dz ft 9) 


Ox ax>0 Az Ax—>0 Ax 


Define-se, do mesmo modo, a derivada parcial da função 
z= f(x, y), em relação a y como o limite do quociente do cresci- 
mento parcial Ayz em relação a y e do crescimento Ay quando Ay 
tende para zero. Designa-se a derivada parcial em relação a y por 
uma das notações seguintes 


; ; OZ Of 
, T, , J o 
Zy fy (£, y) Jy Jy 
Assim, 
yn ME m fE VA AY) il, 9), 
ôy Ay>0 Ay Ay>0 Ay 


Notando que Arz é calculado deixando y sem alteração e Ayz 
deixando x sem alteração, pode-se, então, definir a derivada parcial 
da maneira seguinte: chama-se derivada parcial da função z = f(x, y), 
em relução a x, à derivada em relação a x calculada supondo y 
constante. 

Do mesmo modo, chama-se derivada parcial da função z = f(x, y), 
em relação a y, à derivada em relação a y calculada supondo x 
constante. 

Resulta desta definição, que as regras de cálculo das derivadas 
parciais são as mesmas que as empregadas para calcular a derivada 
das funções de uma variável; é preciso, sômente, ter-se em atenção 
cm relação a que variável se efectua a derivação. 


Exemplo — 1. Achar as derivadas parciais 
02 z 
di id ão 2=2? sen y. 
Jz € Jy da função , y 
Resolução. 
Oz 
a E sen y ; 


Exemplo — 2. 2=3Y, 


zz = 72 cos 
dy OS Y. 


Neste caso, 
dz qy-1 0z = q J 
de 8 gy Be 
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Define-se, duma maneira análoga, as derivadas parciais duma 
função dum número qualquer de variáveis. Por exemplo, se tomamos 
uma função u de quatro variáveis x, y. z, t: 


u=f(x, y, z, 1), 
entáo, 


gu __ lim f (r + Az, Y, 2, t) — f (x, y, Z, t) 
Ax  ax>o Az 


ia PA ME nad 


etc. 
Ôy  Ay>0 Ay 
Exemplo — 3. u=zr? +y? + ztz’, 
ðu ðu du du 
— ET 3. — == há —— == „2 e — == 3 
dz 2i+tz3; 97 2y ; EE data? ; 57 TZ 


$ 6. Interpretação geométrica das derivadas parciais 
duma função de duas variáveis 


PER Z = f(x, y) 


A 


a equação da superfície representada na figura 172. 

Tracemos o plano x = const. A intersecção deste plano e da 
superfície, define uma curva PT. Consideremos para umm valor dado 
de x um ponto M(x, y) do plano Oxy.Ao ponto M corresponde 
um ponto P (x, y, z) sobre a superfície z = f(x, y). Deixando x sem 
alteração, demos a y um crescimento Ay = MN = PT”. A função z 
recebe, então, um crescimento A,z = TT’ [ao ponto N (x, y + Ay) 
corresponde um ponto T (x, y + Ay, z +4y2)) da superfície z = f(x, y)). 


O quociente 2 é igual à tangente do ângulo formado pela 


y E 
secante PT com o eixo dos y positivos: 


Av? — tg TPT". 

Ay 

Por conseguinte, o limite 
Aya _ 02 


lim 
ay>0 Ay dy 
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é igual à tangente do ângulo 8 formado pela tangente PB (no sentido 
geométrico) à curva PT no ponto P com o eixo dos y positivos: 


dz 
Oy 
dE 
O valor da derivada parcial o 


= tg. 


é, pois, igual à tangente do ângulo 
formado pela tangente (no sentido 
geométrico) à curva definida pela 
intersecção da superfície z = f(x, y) 
e do plano x = const., por um lado, 
e a linha de intersecção dos planos 
xOy e x = const., por outro. 

Do mesmo modo, o valor da 


derivada parcial 22 é igual à tangente 


Fig. 172 


£L 
do ângulo a formado pela tangente à 
curva, definida pela intersecção da superficie z = f (x, y) e do plano 
y = ccnst. e a linha dos planos xOy e y= const. 


§ 7. Crescimento total e diferencial total 


Por definição, o crescimento total da função z = f(x, y) é 
igual a (ver $ 3, Cap. VIII): 


Az = f (x + Az, y + Ay) — Í (x, y). (1) 


Suponhamos que as derivadas parciais da função f(x, y) no 
ponto considerado existem e são contínuas. 

Exprimamos Az com o auxílio das derivadas parciais. Para isso 
juntemos e diminuamos f(x, y + Ay) no segundo membro da igual- 


ds Az= [f(z + Az, y + Ay) — f (2) y + Ay] + 


f(x, y + Ay — Í (x, y), 


que figura no segundo paréntesis, pode ser considerada como a dife- 
renga de dois valores, duma função duma só variável y (sendo x 
constante). Apliquemos o teorema de Lagrange a esta diferença; temos: 


f(e y+ am — ft, 1) = ay HED, (3) 


A expressão 


cm que y está comprendido entre y e y + Ay. 
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Do mesmo modo, pode-se considerar a expressão que figura 
no primeiro parêntesis da igualdade (2) como a diferença de dois 
valores duma função duma só variável independente x (sendo a segunda 
variável constante e igual a y + Ay). Apliquemos a esta diferença o 
teorema de Lagrange; temos: 


A OE, y + Ay) 


dx 


f(z + Az, y + Ay) —f(z, y + Ay) = (4) 


em que x está compreendido entre x e x + Ax. 
Substituindo as expressões (3) e (4) na igualdade (2), tem-se: 


Az= Ax HE, Y + Ay) 4+ Ay HE Y) (5) 
UNA Oy 
As derivadas parciais sendos contínuas por hipótese, tem-se 


lim (E y+ Ay) _ GH Y) 
S Ox Ox 6 
tim Oz, y) _ fe y) 


Ax=>0 Oy Oy 


Ay>0 


(estando x e y, respectivamente, compreendidos entre x e x + Ax, y e 
y + Ay, tendem, respectivamente, para x e y para àx50 e Ay 20). 
Pode-se, entáo, por a igualdade (6) sobre a forma 


UE YAA AMY 


Ox dx A 
te Y ay m 
Oy Oy j 


em que y, € yz tendem para zero quando Ax e Ay tendem para zero 
(isto é, quando Ap = Ap = V Az? + Ay? — 0). 
Em virtude da igualdade (6'”), a relação (5) torna-se 


p= POD ar, MU ay y Ar + y by. (5) 
Ox Oy 


A expressão y, âx + y. Ay é um infinitamente pequeno de ordem 


superior em relação a Ap = V Ax? + Ay?. Com efeito, o quociente 
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YAT _ 0, quando Ap => 0, visto que y, é um infinitamente pequeno 
e que 2 é limitado Az 4 ). Verifica-se, do mesmo modo 
q Ap Ao < . , , 


que yay > 0. 


A soma dos dois primeiros termos é uma expressão linear em 
Ax e Ay. Ela representa, quando fi (x, y) 40€f, (x, y) = 0,a parte 
principal de crescimento e difere de Az por um infinitamente pequeno 
de ordem superior em relação a Ap = V Az? + Ay?. 


Definição — Diz-se que a função z = f (x, y) é diferenciável no 
ponto (x, y) se o crescimento total (Az) nesse ponto puder ser posto 
sob a forma duma soma composta de dois termos: sendo o primeiro 
uma expressáo. linear em Ax e Ay e O segundo um infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação a Ap. A parte linear do cresci- 
mento é, entáo, chamada diferencial total e anotada dz ou df. 

Resulta da igualdade (5”) que se as derivadas parciais da função 
f(x, y) são contínuas num ponto dado, .esta função é diferenciável 
nesse ponto; o diferencial total é, então. 


dz = fx (x, y) Az + fy (z£, y) Ay. 
Pode-se pôr a igualdade (5) sob a forma 
Az = dz + y Az + y. Ay 


e escrever a igualdade aproximada seguinte: 
Az = dz, 


sendo o erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior 
em relação a Ap. 

Chamam-se diferenciais das variáveis independentes x e y e 
designa-se, respectivamente, por dx e dy aos crescimentos Ax e Ay das 
variáveis x e y. 

Pode-se, então, escrever o diferencial total da seguinte maneira 


dx Oy 


Por conseguinte,.se a função z = f(x, y) tem derivadas parciais 
contínuas, ela é diferenciável no ponto (x, y) e o seu diferencial total 
é igual á soma dos produtos das derivadas parciais pelos diferenciais 
das variáveis independentes correspondentes. 
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Exemplo — 1. Calcular o diferencial total e o crescimento total da função 
z=xy no ponto (2; 3), se Ar=0.1 e Ay = 0,2. | 


Resolugáo. 
| Az= (z+ Az) (y + Ay) —zy =y Az+2z Ay + Ar Ay, 


Oz 


E FE 


d+ dy =ydrW+xdy=y Azxr+zAy. 


Por conseguinte, 
Az = 3+0,1 + 2-0,2 + 0,1-0,2 = 0,72; 


dz = 3-0,1 + 2-0,2 = 0,7. 


A figura 173 ilustra este exemplo. 


As definições e os raciocínios precedentes podem ser generalizados 
ao caso duma função dum número qualquer de variáveis independentes.. 

Seja w = f (x, y, Z, u, ..., t), uma fun- 
ção dum número qualquer de variáveis, em que 
todas as derivadas parciais são contínuas no 
ponto (x, y, Z, ..., Ż). 

A expressão 


PAID => 
TAY 


ôf Of Of Of 
á Ox ds ds ðz ap ot 


DASIIIIIIIADIIIIIIIIVÍA A, 


Jr 
constitui, então, a parte principal do cres- z | 


cimento total da função: denomina-se dife- 
rencial total. Demonstra-se, fàcilmente, da 
mesma maneira, que o caso de uma função de duas variáveis, que 
a diferença Aw — dw é um infinitamente pequeno de ordem superior 


em relação a V (Ax)? + (Ay) +... + (AB? 


. Exemplo — 2. Achar o diferencial total da função u = ex2t+y2 sen2z de 
três variáveis x, y, Z. 


Fig. 173 


Resolução — As derivadas parciais 


du x24y2 

= y 
——e 27 sen2 
Ox Ls 


ðu atu? 
e Sn 2 
dy e 2y sen Z, 


ĝu 


x2 2 2 
Oz = TU 2 sen z cos z= eu? sen 2: 


são contínuas para todos os valores de x, y, z, por conseguinte, 


ara dz = e** Tv? (27 sen? z dz + 2ysen2 z dy + sen 2z d2). 


du = 02 
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§ 8. Emprego do diferencial total para cálculos aproximados 


. Seja z = f(x, y) uma função diferenciável no ponto (x, y). 
Calculemos o crescimento total desta função 


Az = f (z + Az, y + Ay) — Í (x, y), 


donde 
f (£ + Az, y + Ay) =f (z, y) + Az. (1) 
Tínhamos a fórmula aproximada: 
Az = dz, (2) 
onde 
dos Apa (3) 
oz dy 


Substituindo na fórmula (1) Az pela expressão explícita de dz, 
encontra-se a fórmula aproximada: 


j (z+ Az, y + Ay) ~ f (E, + HEM ar LL ay (4) 


sendo o erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior 
em relação a Ax e Ay. 

Mostremos como utilizar as fórmulas (2) e (4) para os cálculos 
aproximados. 


Problema — Calcular o volume da matéria utilizada para a fabricação 
dum cilindro cujas dimensões são (fig. 174): 


R — raio interior do cilindro, 
H — altura do cilindro interior, 
k — espessura das paredes e do fundo. 


Resolução — Daremos duas soluções deste problema: 
uma exacta e outra aproximada. 


a) Solução exacta— O volume procurado v é 
igual à diferença dos volumes dos cilindros exterior e 
interior, sendo o raio do cilindro exterior R+k e a 
altura H + k, tem-se: 


v = n (R + Kk}?.(H + k) — RH 
v = n (2?RHk + R?k + Hk? + 2R +). (5) 


f | b) Solução aproximada — Designemos por f o vo- 

Fig. 174 lume do cilindro interior, então, f = ~R?H. f é uma 

função de duas variáveis R e H. Se se junta k a R 

ea H, a função f recebe um crescimento correspondente Af; este crescimento 
será, precisamente, o volume procurado, isto é, V = 


ou 
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Em virtude da relação (1), temos a igualdade aproximada 


v = df 
ou 
of Si 
Mas como 
SL=2nRH, SL =nR?, AR=AH=k, 
temos 


v =x a (2RHk + Rh). (6) 


Comparando os resultados (5) e (6), vemos que eles diferem pela quan- 
tidade q (Hk? + 2Rk2 + k3), composta únicamente de termos que contêm k 
ao quadrado e ao cubo. 

Apliquemos estas fórmulas para dados concretos. Seja R = 4 cm, H = 20 cm, 

= 0,1 cm. 


Aplicando (5), temos o valor exacto do volume procurado: 
v = n (2:4-20+0,1 + 42.0,1 + 20-0,12 + 2-4.0,12 + 0,1º) = 17,8811. 
Aplicando (6), temos o valor aproximado 
vz a (2:4:20-:0,1 + 42.0,1) = 17,61. 
O erro cometido, aplicando a fórmula aproximada (6), é inferior a 0,37, 


0,31 
ou seja, 100-==— 17,8817 %. isto é, menos de 2 % da quantidade medida. 


$ 9. Emprego do diferencial para avaliar o erro cometido 
` durante os cálculos numéricos 


Seja u = fÍ (zx, Y, Zj 0.0» t) 


uma função das variáveis x, y, Z, ..., t. Suponhamos que a avaliação 
dos valores numéricos das quantidades x, y, z, ..., t, é feita com um 
certo erro (respectivamente, a Ax, Ay, AZ, ..., Af, aproximadamente). 
O valor de u será igualmente determinado com um certo erro 


Au = f (z + Az, y + Ay, z+ Az, ..., t+ At) — 
— Í (x, Y, 2) ..., t), 


devido ao erro de avaliação das variáveis independentes. Propomo-nos 
avalia o erro Au, se se supõe conhecidos os erros Ax, Ay, ..., At. 

upondo os valores absolutos dos Ax, Ay, ..., At, suficientemente 
peque os, pode-se substituir o crescimento total da função pelo dife- 
rencial total; obtém-se, então, a igualdade aproximada 


Au as SL A Az + y Ay ho. åt, 
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As derivadas parciais e os erros relativos ás variáveis indepen- 
dentes sáo ou positivas ou negativas. Substituamo-las pelos seus valores 
absolutos; encontra-se, entáo, a desigualdade 


2 [Ayl +.. +l 


| At]. 


| Au < 


ôf 
Az +2 
| Az | (1) 
Se se designar E A*z |, | A*y |, ..., | A*u os erros absolutos 
máximos das variáveis correspondentes (os limites dos valores absolutos 
dos erros), pode-se, evidentemente, admitir que: 


ISLAS | A*t]. 
Ox 
Exemplos. 
1) Seja u = z + y + z, então, (2) 
| A*u | = | A*z | + | A*y |+ | Atz. 
2) Seja u := z — y, então, 
| A*u | = | A*z |+ | Aty |. 
3) Seja u = zy, então, 
| A*u |= |z || A*y |+ ly | Ata. 


4) Seja =^ , então. 


| A*u |= [4% y j= U 


ijari 


5. Mede-se a hipotenusa c e o lado b dum triângulo rectángulo ABC 
com os erros absolutos máximos |A*c|=0,2,|A*a|= 0,1. Acha-se, respecti- 


A*z|+Iz||A*y| 
y? E 


vamente, c=75 e a= 32. Determinar o ângulo 4 pela fórmula senA = — 


e o erro máximo absoluto | AA | cometido ao calcular este ângulo. 


a 
Resolução — Sen A = Fa A = arcsen , por conseguinte, 


DA ali dA o O 
da Vea” de ¿Year 
Encontramos, segundo a fórmula (2): 
— 4 32 
| AA |= — 0,1 —— -0,2 — 0,00275 rd = 9'38” 
V (15)? —(32)2 + (75)2— (32)2 ió 
Logo, 


32 
AGE 38”. 
A=arc sén 75 + 9 
6. Determinou-se o lado b = 121,56m e o ângulo A = 25°21 40” dum 
triángulo rectángulo ABC. Os erros absolutos máximos, cometidos no decurso da 
avaliação destas grandezas, são, respectivamente, | A*b | = 0,05 m e |A*A | = 12”. 
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Determinar o erro máximo absoluto cometido, calculando o lado a pela 
fórmula a = b tg A 
Resolugáo — Achamos, em virtude da fórmula (2): 
1 
-glata 


Substituindo os valores correspondentes (e i : APA | em radianos), 
temos: 


| A*a |= tg 25º21'40".0,05 + 


|Ata]=|tg 4]. a | 


121,56 12 
cos? 25º21'40” 206 265 


Chama-se erro relativo da grandeza x ao quociente do erro Ax 
pelo valor aproximado x desta grandeza. Designa-se por ôx, 


= 0,0237 + 0,0087 = 0,0324 m. 


Chama-se erro relativo máximo da grandeza x e anota-se | 8*x | 
ao quociente do erro máximo absoluto e do valor absoluto de x. 


* o. 
a (3) 
|z| 
Para avaliar o erro relativo máximo da função wu, dividamos 
todos os membros da igualdade (2) por u. = f(x, y, z3 ... 0) 
Ei Ei Ei 
Au dx Oy | ot 
tl (O ate avyir + at, (4 
ju | f f f 
mas 
ua or Eus 
Ox ô (7) ot ð 
Er e tok aa eA 
Í dx f dy Í ôt 
Eis porque se pode pôr a igualdade (3) sob a forma: 
* ð + O ; * 
6'ul=| 2 LoglfI18º=1-+ | 2 Log! |Ayl+ o. 
ð 4 
+|LLogififiata... (5) 


ou sob uma forma compacta: 
[6%] =| A” Log] fil. (6) 
19+ 
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Resulta da fórmula (3), bem como da fórmula (5), que o erro 
relativo máximo duma função é igual ao erro absoluto máximo do 
logaritmo desta função. 

Dejuzimos da fórmula (6) as regras que se devem aplicar 
durante os cálculos aproximados. 


l. Seja u = xy. 
Utilizando os resultados do exemplo 3, tem-se 


$ * 
o'u; — A A METE vi Ate] lA vi 
| xy | | xy | lz} [yl 
=| "z| +¡8 "yl, 


isto é, o erro relativo máximo do produto é igual à soma dos erros 
relativos máximos de cada um dos factores. 


2. Seja u = J utilizando os resultados do exemplo 4, temos: 


15%] =/8%|+/8'y]. 
Nota — Resulta do exemplo 2, ho se u = x — y, então, 


Pa —y ] 
Se os valores de x e y estão próximos, pode acontecer que | 8*u | 
seja muito grande em relação à grandeza procurada x — y. É preciso 
ter em conta esta circunstância durante os cálculos. 


Exemplo —7. O período das oscilações dum pêndulo é igual a 


r=my/L, 
g 


em que | designa o comprimento do pêndulo e g a aceleração da gravidade. 

Que erro cometemos nós, ao determinar T por esta fórmula, tomando 
q = 3,14 (aproximadamente a 0,005), /=1m- (aproximadamente a 0,01), 
g = 98 m/s?). 


Resolução — O erro relativo máximo, é igual, em virtude da fórmula (6), a 


/0*T | = | A* Log T |. 
Mas 


Log T=Log2+Log a ++ Log Is Log g. 


. Calculemos | A* Log T|. Tendo em atenção de que 7 = 3,14, A*7 = 0,005, 
l= Im, 4*=00im, g = 9,8 m/s?, A*g = 0,02 m/s?, temos 


A*r AS. A*g 0,005 0,01, 0,02 
A* Log T == ta += 344 [3 +98" 


O erro máximo relativo é, pois, igual a 
3* T = 0,0076 = 0,76 %. 


ama ¿=0,0076. 
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$ 10. Derivada duma função composta. Derivada total 


Suponhamos que na equação 


z= F (u, v) (1) 
u e v são funções das variáveis independentes x e y: 
u= (z, y); v=Ņ(z, y). | (2) 


Neste caso. z é uma função composta das variáveis x e y. 
Pode-se, evidentemente, exprimir z directamente em função de 


x e y; 
2=Flo(z, y), p(z, v)). (3) 


Exemplo — 1. Seja 
z = tp uti: u=2+y; v= YA; 


sita z = (884 y?) (q i H (a y) + A 


Suponhamos que todas as derivadas parciais da função F (u, v), 


ọ (x, y), y(x, y) são continuas e proponhamo-nos calcular = e 
| z 


e a partir das equações (1) e (2) sem utilizar a igualdade (3). 
y a 

Demos à variável x um crescimento Ax, conservando y constante. 
Entáo, u e v recebem, respectivamente, em virtude da equacáo (2), 
um crescimento A,u e A.,v. 

Mas, então, se as variáveis u e v recebem, respectivamente, o 
crescimento Açu e AV, a função z =F (u, v) receberá, por' sua vez, 
um crescimento Az, definido pela fórmula (5”). $ 7, Cap. VII: 

OF 
du 


Az= 


A,u + a A,v + y¡A,u + PÂ. 
V | 


Dividamos todos os membros desta igualdade por Ax: 


Az OF Au — ôF A, Au Apl 
e a S T TA ; 
Ax Az 


Ar du Ax ðv Ax 
Se Ax> 0, então, Aqu> 0 e A,v—=>0 (em virtude da conti- 
nuidade das funções u e v). Mas, então, y, e yz tendem igualmente 
para zero. Passando ao limite, para Ax> 0, tem-se: 


ns ds jipes fig = 


-ee o 
cs. 


li a ; 
a Az Ôx Ax>0 AT 01 ¿x>0 ÂT dx 
lim y, =0; lim y=0 
Ax—>0 


Ex —>0 
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e, por conseguinte, 


ôz OF du , OF ðv 
A (a em, mm 4 
Ox du Eai dv Ox o 


Se tivessemos dado um crescimento Ay à variável y e conser- 
vado x constante, teríamos tido, raciocinando da. mesma maneira: 


OZ OF du , OF dv 
A (4) 
Oy du dy ðv Oy 


Exemplo — 2. 
2=Log (u2+o); u= tt, v=224y; 
O Qu. Oz 4 
du upv’? Odo BET 
du x4yl. ðu o x+y2. ðv f ðv 
ôx = ? Iy dá , a Ts a 
Utilizando as fórmulas (4) e (4), a se: 
de o Top > ar (ue Ut 2), 
dz _ 2u x+y2 1 x+ y2 
ay ai Ter ro Cwe +1). 


As fórmulas (4) e (4) podem ser naturalmente generalizadas ao 
caso dum maior número de variáveis. 

Por exemplo, se w = F (z, u, v, s) é uma função dè quatro variá- 
veis z, 1, v, s e se cada uma destas variáveis depende, por sua vez, 
de x e y, as fórmulas (4) e (4 transformam-se em: 


Ou ðw Oz ow ou ôw dv ow OS 


o Oz dx du Ox ðv ôr OS Ox” 5 
ðw dw Oz ow du ðw ðv ðw Os (5) 


— o. ——— — e aa | PRSE 


EM ôz Oy du Oy dv Oy Os Oy 


Se a função z = F (x, y, u, v) é tal que as variáveis y, u, v 
dependem, por sua vez, da única variável x: 
y=f(x); u=q(r), v=v(z), 
ela é, em suma, função duma só variável x; pode-se, então, propor 


calcular a derivada Ee : 
dx 


Esta derivada pode ser calculada segundo a primeira: das fór- 
mulas (5): 
dz 0z dx les REA ôz dv, 


de ôx dx dy ox Qu ðr ðv óx' 
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mas como y, u, v náo dependem senáo de uma só variável x, as 
derivadas parciais corresponlentes sáo, de facto, derivadas ordinárias; 


RR int 
az — |; por conseguinte, 


dz z oz dy 0z du Oz dv 


e aa a (6) 


dx dx dy dx du dz ôv dx 


além disso, 


É a fórmula da derivada total á ( por oposição à derivada 


arcial 0) 
p Ox) 


Exemplo — 3. 
¿=232+ Vy, y = sen z, 
Oz . O dy 
dg Ls Y 2V5 : das ORS 
Segundo a fórmula (6), 
E =2 É cos RS | ER a Cos z. 


—— = + — — =2r = 
dz dx dy dz + 2Vy 


2 Y sen z 


$ 11. Derivação das funções implícitas 


Vamos abordar este problema pelo estudo duma função implícita 
duma só variável (*). Seja y a função de x definida pela equação 
F (z, y)=0. 


2% 


Demonstremos o teorema seguinte. 


Teorema — Seja y uma função contínua de x, definida pela equação 
implícita | 
F(z, y) =0, 


em que F(x, y), F(x, y), F'y(x, y) são funções contínuas num 
certo domínio D contendo o ponto (x, y), cujas coordenadas verificam 
a equação (1); além disso, suponhamos que nesse ponto F', (x, y) 4 0. 
A derivada da função y de x, é, então, igual a 


YAA a aT 
F} (x, y) 


(*) No $ 11 do Cap. Ill, resolvemos o problema da derivação das 
funções implícitas. Contudo, apenas tínhamos considerado certos . exemplos e 
não tínhamos obtido a fórmula geral, nem determinado as condições de 
existência desta derivada. 


derivada. 
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Demonstração — Suponhamos que a um certo valor de x cor- 
responde um certo valor da função implícita y. Logo, 


F(x, y) =0. 


y 
Atribuamos á variável independente x um crescimento Ax. A fun- 
cáo y recebe, entáo, um crescimento Ay, por outras palavras, ao valor 


x + Ax da variável independente corresponde o valor y + Ay da fungáo. 
Em virtude da equação F(x, y) =0, temos: 


F(x + Az, y + Ay) =0. 
Por conseguinte, 


F (x + Az, y + Ay) — F (x, y) =0. 


O primeiro membro desta igualdade representa o crescimento 
total da função de duas variáveis. Em virtude da fórmula (579, $ 7, 
pode-se pô-lo sob a forma: 


or OF 
F (x + Az, y + Ay) — F (x, D AT E 


em que y, e y: tendem para zero quando Ax e Ay tendem para zero. 
Sendo o primeiro membro desta última igualdade igual a zero, pode-se 
escrever 

OF 


OF 
Az + — Ay + y¡ Az + yaAy =0. 
Ox Oy 


' Dividamos esta igualdade por Ax e calculemos 


Ay. 
Ee Az 
Ay ES +H 
Ar OF 


Façamos tender Ax para zero. Temos, então, no limite, visto 
que y € yz tendem igualmente para zero e que 


— #0: 


ôy 
ôF 
\ 


(1) 
Assim, demonstramos a existência da derivada y”, duma função 
implícita e obtivemos uma fórmula adequada para o cálculo desta 
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Exemplo — 1. A equação 
124 y3-1=0 


define, implicitamente, y em função de x. Neste caso 


OF OF 


F (z, y)=124 y2—4, 5 =2; A =Y 
Por conseguinte, em virtude da fórmula (1), 
dy _ 2r 2 
drt y y 


Notemos que esta equação define duas funções implícitas diferentes 
(visto .que, a cada valor de x tomado no intervalo (— 1, 1), correspondem 
dois valores de y), mas que o valor encontrado da derivada y”, é válida 
para ambas. 


Exemplo — 2. Seja a equação 


eY —e* + zry =0. 
Aqui F (z, y)=e! —e" + ty ; 


aF or 
—— = — i — — ey 
Ox e+ y; Oy e +1. 


Por conseguinte, obtém-se em virtude da fórmula (1): 


dr eY} r = UE 
Consideremos, agora, uma equação da forma 
F (z, y, 2) =0. (2) 


Se a cada par de valores x e y, tomados num certo domínio, 
correspondem um ou vários valores de z que satisfacam á equagáo (2), 
esta equação define, implicitamente, uma ou várias funções unívocas 
z de x e y. 

Por exemplo, equação 


Crypt R=0 


define, implicitamente, duas funções contínuas z de x e y que se 
pode exprimir explicitamente resolvendo a equação em relação a z; 
obtemos, então, | 


z=VR—r— yp e 2=-VR-xe-—y. 
Calculemos as derivadas parciais = e = da função implícita 
. ôx 


z de x e y definida pela equação (2). 
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y constante. Eis porque podemos 


utilizar a fórmula (1), considerando z como uma função da variável 
independente x. Logo, 


0z 
Para calcular =-,, supomos 
Ox 


ôE 
po da 
ôF 
. Oz 
Obter-se-ia, do mesmo modo, 
ôF 
; Oy 
VÁ na “im 
ZA 
0z 


OF 
supondo z z0; 


Definem-se e calculam-se, da mesma maneira, as funções implí- 
citas dum número qualquer de variáveis e suas derivadas parciais. 
Exemplo — 3. 
ý a24 y? +z2—R?=0, 
Oz 2% F. z y 
da E 


z Oy z` 


Ter-se-ia obtido o mesmo resultado derivando a função explícita como 
se a tivesse resolvido em relação a z. 


Exemplo — 4. 


ed + ay 42+5=0. 
Aqui F (z, y, 2) = e + ryt 24 5, 


OF OF OF 
a $ AD O az . 
dz 27y ; a 2? ; zs +1; 
Oz 2ry . O o T2 
ðr eyi?’ dy  e41" 


$ 12. Derivadas parciais de diferentes ordens 
Seja 3 = Í (x s Y ) 


uma função de duas variáveis independentes. 


. e . o , , 
As derivadas parciais 57 == fx (x, y)e T = fy (x, y) desta fun- 
ção são, em regra, funções de x e de y. Eis porque podemos calcular 
as suas derivadas parciais, Por conseguinte, as derivadas parciais de 
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segunda ordem. duma função de duas variáveis são em número de 


: E 02 0z . 
quatro, visto que cada função z e Jy pode ser derivada em 


relação a x e em relação a y. 
Designam-se, pelas notações seguintes, as derivadas parciais de 
segunda ordem: 


022 77) . x -~ `. 
T fzx (x, y); deriva-se, sucessivamente, a fungáo f duas vezes 
XI" 
em relação a x; 
0?z : Ba cê E 
o fxy (x, Y); deriva-se, em primeiro lugar, f em relação a x, 
Toy 


depois o resultado em relação a y; 


0?z j : ; PNN z 
TES = fyx (x, y); deriva-se, em primeiro lugar, f em relação a y, 
depois o resultado em relação a x; 
a = fuy (x, y); deriva-se, sucessivamente, a função f duas vezes 


em relação a. y. 

Pode-se em seguida derivar, de novo, as derivadas parciais de 
segunda ordem em relacio a x ou a y. Obtém-se, então, as derivadas 
parciais de terceira ordem, que são em número de oito: 

dz Az 0ºz Pz 


02" da? dy” Ox dy dx dx ôy?’ 


Oy dx?” Oy Ox Oy Oy? da” ôy? 
Duma maneira geral, chama-se derivada parcial da ordem n à 
derivada primeira da derivada de ordem (n — 1). 


Pz PEZ a 0 


n 
Por exemplo, aya é uma derivada de ordem n; derivamos, 


neste caso, primeiramente p vezes z em relação a x e em seguida n — p 


vezes em relacáo a y. 
Definem-se, da mesma maneira, as derivadas parciais de ordem 
superior para funções dum número qualquer de variáveis. 


Exemplo — 1. Calcular as derivadas parciais de segunda ordem da função 
Í (z, )=z2y+y3. 
Resolução — Obtemos, sucessivamente: 
ôf 
——2 : — = 72 2; 
Sl aer +3y 


| = of (BA) o BH 
E Jro dy dy do T Bá 
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03 037 
dz20y Ô yðr? | 
2 == y2e* + 22y3+ 1. 


Exemplo — 2. Calcular == 


Resolução — Obtemos, sucessivamente: 


Oz 02z 03z 
dd RAR soyo vB, 


92 ayer + 322y2 : Gis ——— = Qye* + 6zy? ; LE o 642. 
Oy "  OyOz dy dx? 


0%u x4 
— A — 22 y? 
Exemplo 3. Calcular dz2 du Oz se u=— 2%e . 


Resolução. 


4 
Dat, ten Bu — 2y22e* +v? tu = 4yze” tY? 


' dy * ðr? ðy ðz 


Uma questão se põe. O resultado da derivação duma função 
de várias variáveis depende da ordem pela qual se efectuem as derivadas 
sucessivas em relação às diferentes variáveis independentes; por outras 
palavras, as derivadas 


a a PL 
Ox dy dy Ox 
ou 
Pix, y, t) € tz, y, t) 
Ox Oy ôt ot dx dy 


etc. 
serão idênticas? 
A resposta a esta pergunta é-nos dada pelo teorema seguinte. 


Teorema — Se a função z = f (x, y) e as suas derivadas parciais 
Pu y iy e Pyx são definidas e contínuas no ponto M (x, y) e 
na vizinhança deste ponto então, neste ponto, 


2 2 
mn Ohi 
Demonstração — Consideremos a expressão: 
A =[f(r+ Az, y + Ay) — f (z + Az, y)] — 
—[/ (z, y + Ay) — f (z, y). 
Introduzamos a função auxiliar ọ(x), definida pela igualdade 
o (x)= f (z, y + Ay) — f (z, y). 
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Pode-se, entáo, pór A sob a forma: 
A = ọ (z + Az) — q (1). 


Sendo f'x, por hipótese, definida na vizinhança do ponto (x, y), 
a função p(x) é derivável sobre o segmento [x, x + Ax]; mas, então, 
aplicando o teorema de Lagrange, tem-se: 


A = Azq (2), 


em que z está compreendido entre x e x + Ax. 
Mas 


o (z) = fa (z, y + Ay) — fa (z, y). 


Por outro lado, f'zy é definida na vizinhança do ponto (x, y), 
por conseguinte, f’s é derivável sobre o segmento [y, y + Ay] e apli- 
cando o teorema de Lagrange a esta diferença (relativamente à variá- 
vel y), tem-se: 


fiz, y + Ay) — fi (z£, y) = Ayfzy (£, y), 


em que Y está compreendido entre y e y + Ay. 
Obtemos, então, a expressão seguinte para 4 


A = Az Ayfey (2, y). (1) 
Mudando a ordem dos termos, ter-se-á 
A =[f (z + Az, y + Ay) — f (z, y + Ay] — 
— [f(z + Az, y) — f(z, y)). 
Introduzamos a função auxiliar 


p(y) =f (z + Az, y) — f(z, y), 
A =Ņ (y + Ay) — y (y). 


Aplicando de novo o teorema de Lagrange, tem-se: 
_ A = Ay-v (y), 
em que y está compreendido entre y e y + Ay. 
s y) = f, (24 Az, y) — fy (2, y). 
Aplicando uma vez mais o teorema de Lagrange, obtém-se: 
fy (2 + Az, Y) — fy (2, Y) = Mafia (2, y), 


em que z está compreendido entre x e x + Ax. 
Então, 4 pode ser posto sob a forma 


A = Ay Azfyz (z, y). (2) 


então, 
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Os primeiros membros das igualdade (1) e (2) sáo iguais a A, 
por conseguinte, os segundos membros sáo iguais entre si; por outras 
palavras, 


Az Ayfz, (Z, y) = Ay Aafa (£, y), 
donde po - PEE “E 
fay (x, Y) = fia (z, y). 


Passando ao limite nesta igualdade, quando Ax>0 e ay=0, 
tem-se: 


lim fay (2, y)= lim fjs (T, y). 
Ax—=0 Ax—>0 
Ay>0 Ay>0 
As derivadas fxv e fyx sendo contínuas no ponto (x, y), tem-se: 
lim fay (2, y) = Fay (2, y) et lim fia (x, y) = fya (£; y). 
Ay>0 Rao 
Temos, finalmente: 
Fey (£, Y) = fyx (£, y), 


o que queríamos demonstrar. 


0"f. 
Resulta deste teorema que se as derivadas parciais ay 
n 
_0f so contínuas, entáo, tem-se 
dy" oh 


f __ f 
ox" y” dy * ox" á 

Um teorema análogo é verdadeiro para as funções dum número 
qualquer de variáveis. 


A Gila Pu ðu 
Exemplo — 4. aicuiar dz Oy Os € dy ðz dx se 


u — eYY sen z. 


Resolucáo. 

du Ey ; du y m 

r senz; aa sen z + xye*Y senz—e*Y (1 + xy) senz; 

ðu ðu ðu 
o xy + —= — x . — ”» o 
ET (1+-zy)cosz; Jy ze*Y sen z ; E a TEN coss; 
93 | 
30 dz de cos z + zyeXV cos z—=e*Y (1 + zy) cos z. 


Por conseguinte, 
Pu Ou 


dx Oy Oz Oy 0z Ox 
(os exemplos, | e 2, deste parágrafo). 
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$ 13. Superfícies de nível 


Seja no espaço (x, y, z) um domínio D no qual é dada a função 
u =u (z, y, 2). (1) 


Diz-se, neste caso, que no domínio D está definido um campo 
escalar. Se, por exemplo, u(x, y, z) designa a temperatura no ponto 
M (x, y, z) diz-se que está definido um campo escalar de temperatura; 


Fig. 175 Fig. 176 


se o domínio D está cheio de líquido ou de gás e se u(x, y, z) designar 
a pressão, está-se em ‘presença dum campo escalar de pressão, etc. 

Consideremos o ponto do domínio D em que a função u(x, y, z) 
possui um valor constante c: 


u (z, y, ZJ) =c. (2) 


O conjunto destes pontos constitui uma certa superfície, Se se 
toma um outro valor de c, obtém-se uma outra superfície. Estas 
superfícies são chamadas superfícies de nível. 


Exemplo — 1. Seja dado o campo escalar 


q2 y2 z2 
u (2, Y, 2) =--7 t-g tig : 


As superfícies de nível seráo, aqui, 
q? y2 z2 =" 
CE CI 


isto é, elipsóides de semi-eixos 2 c, 3 Vc, 4 Vē. 
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Se a função u depende de duas variáveis x e y: 


. u=u (z, y), 
as «superfícies» de nível serão linhas no plano Oxy: 


u (x, y) == C, (2) 


que se chamam linhas de nível 
Se conduzirmos os valores de u sobre o eixo. Oz: 


Z= u (x, y), 


as linhas de nível no plano Oxy serão as projecções das linhas. for- 
madas pela intersecção da superfície z = u(x, y) com os planos 
z=c (fig. 175). Conhecendo as linhas de nível pode-se fácilmente 
estudar a natureza da superfície z =.u (x, y). 


Exemplo — 2. Determinar as linhas de nível da função z = 1 — x? — y2. 
As linhas de nível serão as linhas de equações 1 — x2? — y? = c. São círculos 
(fig. 176) de raio YV1 — c. Em particular, quando c=0, obtemos o círculo 
xr + y2=1. 


$ 14. Derivada segundo uma dada direcção 


Consideremos no domínio Ð uma função u(x, y, z) e um ponto 
M (x, y, z). Tracemos do ponto M o vector $ cujos cossenos directores 
são cosa, cos 8, cos y (fig. 177). 
Consideremos sobre o vector S 
a uma distáncia As da sua ori- 
gem o ponto M, (x + Ax, y + Ay, 
z + Az). Assim, 


As=VAzx* + Ay + AZ 


Suporemos que a função 
u(x, y, z) é contínua e possui 
derivadas contínuas em relação 
às variáveis independentes no 

Pig: 207 domínio D. 

Do mesmo modo que o fizemos no $ 7, representemos o cres- 

cimento total da função da maneira seguinte: | 


DO O EEA A (1) 
Ox Oy âz 


Au = 
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em que €, E€ € E tendem para zero quando As >0. Dividamos 
todos os termos da igualdade (1) por As: 


E A À e A 


= — — +e € 2 
As ôx As Oy Às 0z te = 2 As a As (2) 
É evidente que: 
Az Ay Az 
— = cosa, — = cos, —— = COS y. 
As As As 
Por conseguinte, a igualdade (2) pode ser posta sob a forma 
a + os + E cosy + 
As Oz 
+ €, cosa +.e,cosf + ecos y. (3) 


O limite du quociente qu quando As > 0 chama-se derivada da 
s 


função u = u (x, y, z) no ponto (x, y, z) segundo a direcção do vector 


S,e notado por a , isto é, 
s 
As>o Às os * 


Assim, passando ao limite na a (3), obtemos: 


e 0 cosa + cosp + Ecos y (5) 
ðs dr Oy 

Resulta da fórmula (5) que, conhecendo as derivadas parciais, 
se pode determinar fácilmente a derivada, segundo uma direcção qual- 
quer .S. As derivadas parciais apenas são um caso particular da 


derivada, segundo uma dada direcção. Por exemplo, se a = 0, B = > 


T 
= >: obtemos: 


Exemplo —- Seja dada a função 
u= d+ yz, 


Achar a derivada = no ponto M (1, 1, 1): 
Os 


a) ma direcção do vector S¿=214-J+3k; 
b) na direcção do vector S2=1+j+k. 


20 
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Resolução — a) Acham-se os cossenos directores do vector $4: 
2 2 


Vaiss Vi” 


4 P 3 
VI ' “va 
Por conseguinte, 


du u 2 ðu 4º, du 3 
Os; Ox Vi Oy Vi4 Oz Vis á 


As derivadas parciais no ponto M (1, 1, 1), serão: 


Cos a = cos p= 


du du du 

a > a. o 
(z) (edu? E). 
0xJm ” vim ` Oz Ju - 


du 2 1 3 12 
E E AE D E A ; 
à “Va Va VaT va 
b) Calculemos os cossenos directores do vector S,: 
1 
Va" 
Por conseguinte, 
0 E 
E E pa Bs V3. 


4 
E Dr E E 2 
às yr V3 v3 v3 


Notemos que, 2 V3> 7 (fig. 178). 


cos a = cos B= 


EN 
va 


| Vis 
$ 15. Gradiente 


Em cada ponto. do domínio D onde 
é dada uma certa função u = u(x, y, 2), 


Fig. 178 definamos um vector, cujas projecções 
sobre os eixos das coordenadas são os 
valores das derivadas parciais E , - f ĉu dessa função no ponto 
x’ dy Oz 
correspondente: 
du. Ou du 
rad u = — i + — — k. 1 
E Ox + dy du Oz (1) 


Este vector chama-se gradiente da função u (x, y, z). Diz-se, então, 
que no domínio Ð está definido o campo vectorial dos gradientes. 
Demonstremos o teorema seguinte, estabelecendo a ligação entre o 
gradiente e a derivada segundo uma dada direcção. 
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Teorema — Seja dado um campo escalar u = u (x, y, z) e neste 
sampo escalar o campo dos gradientes 


du. du du 
grad u = — 4 L— 14 — Je 
ôx tatt Oz 


A derivada ds segundo a direcção dum certo vector S é igual 


à projecção do vector grad u sobre o vector $. 


Fig. 179 Fig. 180 


Demonstração — Consideremos o vector unitário 8º, correspondente 
ao vector $: 


8º=icosa + jcosB + kcos y. 


Calculemos o dna escalar ps vectores grad u e 8º: 


grad u. 8% = e A cosa Ea F cos f + = cos,y. (2) 


A expressão do segundo membro desta igualdade é a derivada 
da função u(x, y, z), segundo a direcção S. Por conseguinte, podemos 
escrever. 
du 


Os 


Designando por o ángulo compreendido entre os vectores grad u 
e 8º (fig. 179) podemos escrever: 


grad u. 8° = 


| grad u | cos q = 2% (3) 
ðs 
ou 
Prso grad u = qe i (4) 
Os 


O teorema está demonstrado. 

O teorema que demonstramos estabelece uma ligacáo concreta 
entre o gradiente da derivada segundo uma dada direccáo. Construamos . 
no ponto M (x, y, z) o vector grad u (fig. 180). Construamos a esfera 
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para a qual grad u é o diámetro. Do ponto M tracemos o vector $. 

Designemos o ponto de interseccáo do vector S com a superfície 

da esfera por P. É, então, evidente que MP = |grad ulcosy, se y 

for o ângulo compreendido entre as direcções do gradiente e o seg- 
E TU ; ð 

mento MP ( então p< 5) , isto é, MP = S- f 

É evidente que quando se inverte a direcção do vector §, a 
derivada muda de sinal, logo, o seu valor absoluto não é modificado. 

Estabeleçamos certas propriedades do gradiente. 

1) A derivada num dado ponto segundo a direcção do vector S 
admite um valor máximo quando a direcção do vector S coincide 
com a do gradiente; este valor máximo da derivada é igual a grad u . 

Esta proposição resulta imediatamente da igualdade (3): o valor 


máximo e será para y = O e neste caso 
u 


du 
— = | grad u l. 
E lg | 


2) A derivada, segundo a direcção do vector tangente, à superfície 
de nível é nula. 

Esta afirmação resulta da fórmula (3). 

Com efeito, neste caso, 


P=>5, cos q =0 


its: 
ðs 


Exemplo — 1. Seja dada a função 
u= 2 + yà + 2. 


a) Determinar o gradiente no ponto M(1, 1, 1). A expressão do gra- 
diente desta função num ponto arbitrário será 


grad u = 2x8 + 2y + 22k. 
Por conseguinte, 
(grad uu = 2t + 2) + 2k, | grad u lu = 2V3. 


b) Determinemos a derivada da função u no ponto M(1, 1, 1) na 
direcção do gradiente. Os cossenos directores do gradiente serão 


2 1 
cos Q = -r E e , 
varaçra V3 


VEM Vi í 
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Por conseguinte, 
du 


1 1 1 
— =2 — +2 — +2 —=2 Y 3, 
à RARA 
isto é 
, du 
as — | 8radu], 


Nota — Se a função u = u (x, y) é uma função de duas variáveis, 
o vector 
ou ou 
du = > — 
grad u ETE + Jy j 
está situado no plano Oxy. Demonstremos que o grad u está orientado 
perpendicularmente à linha de nível u(x, y) = c, situada no plano Oxy. 


Fig. 181 Fig. 182 Fig. 183 
e passando pelo ponto correspondente, Com efeito, o coeficiente angu- 
lar k, da tangente à linha de nível u (x, y) = c será igual a k, = — —. 
O coeficiente angular k, do gradiente é igual a k, na É evi- 


dente que kk, = — 1. 

Isto demonstra a exactidão da nossa afirmação (fig. 181). Esta- 
beleceremos uma propriedade análoga do gradiente duma função de 
três variáveis no $ 6 do Cap. IX. 


2 uz 
Exemplo — 2. Determinar o gradiente da função u=5 + (fig. 182), 
no ponto M (2, 4). 


Resolução — Aqui, 
du du 2 8 


o" Mr w3 Pi 


Por conseguinte, 8 
grad u=2 +3 j. 


A equação da linha de nível (fig. 183), que passa pelo ponto dado, será 
q2 y 22 


so a G 
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$ 16. Fórmula de Taylor para uma função de duas variáveis 
Seja 
Z = f (z, y) 


uma função de duas variáveis, contínua, bem como as suas derivadas 
parciais de ordem (n + 1) inclusivé, numa certa vizinhança do ponto 
M (a, b). Pode-se, então, representar (do mesmo modo que no caso 
duma função duma só variável independente, ver § 6, Cap. IV), esta 
função de duas variáveis como sendo a soma dum polinómio de 
grau n segundo as potências inteiras de (x — a) e (y — b) e de um 
resto. Vamos demonstrar que para m = 2 esta fórmula é da forma 


; f(z, y) =A +D (z — a) + E (y — b) + 
+ortá (z — a? + 2B (z — a) (y—b) +C(y—bP]+ Ra (1) 


em que os coeficientes 45, D, E, A, B, C não dependem de x e y e 
o resto R. tem uma estrutura análoga à do resto da fórmula de 
Taylor para uma função duma só variável. 

Apliquemos a fórmula de Taylor à função f(x, y) considerada 
como função duma só variável y, sendo x considerado constante 
(limitemo-nos aos termos da segunda ordem). 


Ha, =f (z, D+ (a, b) + 


to ua iy (E o) + ee Y 3 fuv (z, n), (2) 


EE 
em que O 0<0 <1. 

Desenvolvamos as funções f (x, b), fy (x, b), fyy (x, b)segundo 
as potências inteiras de (x— a) pela fórmula de Taylor, limitando-nos 
às derivadas mistas da terceira ordem inclusivé: 


Hz, b)=f(a, b)+? fala, y EA A fla, b) + 


pe a 


b), (3) 
em que =z +0, (z—a)ů 0<98, <1; 
fy (z, b) = fy (a, b) + 


O (a, b) +E E pç En b), (4) 
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em que 
E, = z +0 (z — a), 0<0<!; 
fuy (£, b) = fyy la, ope 


uva (Es, b), (5) 


em que 
Es = z +8, (z —a), 0<0, <1. 


Substituindo as vice (3), (4), (5) na fórmula (2), temos: 


He, =f la, b) +E fla, b) + Ema e fa, b)+ 


LY se. pe zj; : 
e faxe (En, do a fy (a, b) + 


yx (a, + =a faxx (Es, »| E 
po e b) + Fa (Es, J +45 F yn yyy (2, n). 


Restabelecendo a ordem da escrita indicada na fórmula (1), temos: 
f(x, y) =f(a, b) + (z — a) fx(a, b)+ (y — b) fy (a, b) + 
+ ll fala, b)+ 2 (e—a) (y — b) fa (a, + 


+ (u — b)’ fy (a, D+ lle — Pta DA 
+3(0— a} (y — Di (En b) + 3l A) (y — b) Fig (Es b) + 
+ W — fis (a, nl (6) 


Esta expressão constitui precisamente a fórmula de Taylor para 
n = 2. A expressão | 


EE G a feia (Èn b) +3 (2 a (y — D) fiku En b) + 


+3 (z — a) (y — b) fayy (Es, b) + (y — DY fyyy (a, m)) 
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é chamada resto. Façamos, em seguida, x — a = Ax, y— b= 4y, 
ap = V (Ax) F (Ay). 


Transformemos Ro: 


dE 
3] 


Az ra 


ae e DE 


9 = 


Ns 
[ra (Ens b) + 3 —— 


+ 3 ——— fxyy (Es, ») + À Ap AR que (a, "| Ap”. 


Dado que | Ax ' < Ap, | Ay | < Ap e que, por hipótese, as 
derivadas de ordem três são limitadas, então, o coeficiente de Ap? 
é limitado no domínio considerado; designemo-lo por ao. 

Pode-se, então, escrever: 


R, = ayAp?, 


A fórmula de Taylor (6), para o caso n = 2, pode, então, ser 
posta sob a forma 


f(z, W=f(a, b) + Azfi(a, b) + Ayfi (a, b) + 
+ [Mafia (a, b) + 2 Az Ayfa (a, b)+ 


+ Ayfuy (a, b)] + ao Ap? (6°) 


Para qualquer n, a fórmula de Taylor exprime-se sob uma 
forma análoga. 


$ 17. Máximo e mínimo duma função de várias variáveis 


Definição —- 1. Diz-se que a função z = f(x, y) admite um 
máximo no ponto Mo (Xə. Yo), (isto é, quando x = xo € y = Yo), se 
f (Lo, Yo) >f(x, y) 
para todos os pontos (x, y) suficientemente vizinhos do ponto (xo, Yo), 

mas diferentes deste ponto. 
Definição — 2. Diz-se que a função z = f(x, y) tem um mínimo 
no ponto Mo (xo, Yo), se 
Í (Zo, Yo) <f(x, y) 


para todos os pontos (x, y) suficientemente vizinhos do ponto (Xo, yo), 
mas diferente deste ponto. 
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Ao máximo e:ao mínimo duma funcáo chamam-se extremos dessa 
função; por outras palavras, diz-se que uma função admite um extremo 
num dado ponto, se ela tem nesse ponto um máximo ou um mínimo. 


Exemplo— 1. A funcáo 
z = (1— 1) + (y — 2? — 1 


admite um mínimo para x= 1, y=2, isto é no ponto (l, 2). Com efeito, 
f(1, 2)=-—1, e como (x— 1)? e (y — 2)? são sempre positivos para xl, 
y +2, tem-se 


(z — 1} + (y — 2} — 1 >— 1, 
f (z, y) >f (1, 2). 


Vê-se, na figura 184, a significação geométrica deste resultado. 


isto é, 


e 7=(12-1)%+(y-2]-1 


|z 2) -sen (22+y2) 


- e e cu 
— Ea 


— a o e em 
-æ 
=. ~ a 
o. w 


Exemplo — 2. A função 


=> sen (12 + y?) 


admite um máximo na origem das coordenadas (fig. .185). 
Com efeito, para x=0, y =0 


f0, =>. 


JT 


Escolhamos no interior do círculo Pty um ponto (x, y), diferente 


do ponto (0, 0); então, para Oatty LS, 


sen (12 + y3) > 0 
e deste modo 


Í (z, y)=5— sen (z2 + y?) < > i 


isto é, 
f (z, y) < f (0, 0). 
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Pode-se, igualmente, formular como se segue as definigóes do 
máximo e do mínimo. 
Façamos z = xo + Az; y = Yo + Ay ;entáo, 


f(x, y) — Í (Lo, Yo) == 
= f (Zo + Az, Yo + Ay) — f (Zo, Yo) = Af. 


1) Se Af < O para todos os crescimentos suficientemente peque- 
nos das variáveis independentes, a funcáo f(x, y) admite um máximo 
no ponto M (xo, yo). 

2) Se Af >Q para todos os crescimentos suficientemente peque- 
nos das variáveis independentes, a função f(x, y) admite um mínimo 
no ponto M (xo, Yo). 

Estas definições são igualmente válidas para uma função dum 
número qualquer de variáveis. 


Teorema — 1. (Condições necessárias para a existência dum 
extremo). Se a função z = f(x, y) admite um extremo para os valores 
X = Xo € y = yo, então, cada derivada par- 
cial de primeira ordem de z anula-se para 
esses valores das variáveis independentes 
ou ndo existe. 

Com efeito, fixemos o valor de y, 
y = yo. A função f(x, yo) será, então, uma 
função duma só variável x. Esta função 
admite, por hipótese, um extremo (máximo 
ou mínimo) no ponto x = xo, por con- 


seguinte, (2) anula-se ou náo existe neste ponto. Demonstra-se, 


Xx=X0 
U=Y0 ôz = 
do mesmo modo, que | — se anula ou não existe neste ponto. 
x=X0 
y=Y0 
Este teorema não dá uma condição suficiente para a existência 
dum extremo. Contudo, se estamos certos da existéncia dos extremos, 


ele permite determinar os seus valores. No caso contrário, é preciso 
fazer um estudo mais detalhado. 


Por exemplo, as derivadas = =+2x e Sy = — 2y da função z = x? — y? 


anulam-se, para x = 0> y = 0. Mas esta função não tem nem máximo nem mínimo 
para estes valores. Com efeito, ela anula-se na origem das coordenadas, mas 
toma, na vizinhança imediata deste ponto, tanto valores positivos como valores 
negativos. O valor zero, não é, por conseguinte, um extremo (fig. 186). 
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âz- | E 0z E 

— =0 (ou não existe) e — =0 (ou não 
existe) chamam-se pontos críticos da função z =f(x, y). Resulta do 
teorema 1 que uma função não pode ter extremo a não ser num 


ponto crítico. | | 

Para fazer o estudo duma função nos pontos críticos estabele- 
çamos as condições suficientes do extremo duma função de duas 
variáveis, 

Teorema — 2. Seja f(x, y) uma função definida num domínio 
que contém o ponto Mo (Xo, yo) e cujas derivadas parciais são contínuas 
até à terceira ordem inclusivé; suponhamos, além disso, que o ponto 
Mo (Xo, Yo) seja um ponto crítico da função f(x, y), isto é, 

Of (Lo, Yo) — () Of (Lo, Y) _0 
A TE 0. A 00 
Óx Oy 
Então, para X = Xo, Y = yo: 
1) f(x, y) tem um máximo, se 


of (Lo, Yo) Ñ of (Zo, Yo) EN ( of (Lo, w | > 0 
âr? dy* Ox Oy 


Os pontos em que 


e Of (Lo, Yo) <0: 
qa 


2) f(x, y) tem um mínimo, se 


EA A o o Fito WO 0) 
dx? Oy? Ox Oy ð 2 ) 


3) f(x, y) não tem nem máximo nem mínimo, se 


of (Zo, Vo) Of (Lo, Yo) Of (Lo, Yo) ) <0: 


ôr? ðy? Ox Oy 
4) Se of (Zo, Yo) : of (Lo, Yo) ne ( of (Lo, Yo) ) — () 
ðr? ôy? Ox Oy l 


pode ou não existir extremo (neste caso, o estudo deve ser mais 
detalhado). 
Demonstração — Escrevamos a fórmula de Taylor para a função 
f(x, y), limitando-se às derivadas de segunda ordem [fórmula (6), 
$ 16]. Façamos 
a= To b=Y, T= T+ Az, y=Y + Ay. 
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Temos, então: 


fo + Az, yo + A) = fo y) + IO po 4 SME dO ay 4 


9*f (Lo, (xo Yo) 2 Of (xo, Vo) 
+e ô add Ox Oy dia dE 


0% (Zo, 
+ ELG do) apo | Haap, 
em que Ap = V Az? + Ay?, € a tende para zero, quando Ap >). 
Por hipótese 
Of (Zo, Yo) “=() ôf (Lo, Yo) = 0. 
Ox i Oy 
Por conseguinte. 


Af = f (£o + Az, Yo + Ay) — f (Lo, Yo) = 
=> ZE Aa 4 2 TE A -Az Ay + ZE na| +a (Ap). (1) 
q? 


Designemos, respectivamente por A, B, C, os valores tomados no 
ponto Mo (xo, yo) pelas derivadas parciais da segunda ordem: 


al a n 
dx? / Mo dx dy) Mo dy? J mo 


Designemos por y o ângulo formado pelo segmento MM, em 
que M é o ponto de coordenadas M (x, + Ax, yo + Ay), e o eixo Ox; 
entáo, 


Az = Ápcosp; Ay = Ap sen q. 
Substituindo estas expressóes na fórmula (1), temos: 


Af= > (Mp? [A cos? p + 2B cos y sen y + C sen? q + 2a Ap). 


Suponhamos que A 40. 
Multipliquemos e dividamos por A a expressáo entre paréntesis; 
temos: 


Af == 3 (Ap) X 


(A cos y + B sen q)" + (AC — B?) sen? q 
A 


Consideremos, separadamente, os quatro casos possíveis. 


+ 20 ap| (8) 
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1) Seja AC — Bº>0, A <0. .Temos, entáo,- no numerador: da 
fracção a soma de duas quantidades não negativas. Elas não se anulam 


l i A 
“ac mesmo tempo, visto que a primeira se anula para tgp = — pe 


a segunda para sen y = 0. 
Se 4< 0, a fracção é igual a um número negativo, não nulo. 
Designemo-lo por — m’; então, 


Af = 5 (Ap)? [— m? + 2a Ap], 


em que m não depende de Ap, «çÃo — 0, para Ap — 0. 
Por conseguinte, para âp, suficientemente pequeno, ter-se-á: 


Af <0 
ou 


f (£o + Az, Yo + Ay) — f (Lo, Yo) <O. 


Mas então, para todos os pontos (xo + Ax, yo + Ay) suficiente- 
mente vizinhos do ponto (xo, yo) terá lugar a desigualdade 


f (£o + Az, yo + Ay) <f (£o, Yo), 


o que quer dizer que no ponto (xo, yo) a função f(x, y) admite um 
máximo. 
2) Seja AC — B? > 0, A > 0. Obtém-se, raciocinando da mesma 


maneira, que: 
4 | 
Af = z (Ap)? [m* + 2a Ap] 


ou 
f (£o + Az, Yo + Ay) > f (To, Yo), 


isto é, que a função f(x, y) admite um mínimo no ponto (xo, Yo). 

3) Seja AC — B? <0, A >0. Neste caso, a função não tem 
nem máximo nem mínimo. A função cresce, quando se afasta do 
ponto (xo, Yo), segundo certas direcções, e decresce, segundo outras 
direcções. Com efeito, se se desloca ao longo do raio py = 0, tem-se: 


Af = > (4p) [A + 2a Ap] >0; 
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a funcáo cresce quando se desloca ao longo deste raio. Se se desloca 


ao longo do raio p = yo | onde tgp, = — a tem-se, quando 4 > 0: 


1 AC — Bº 
Af = y (Ap Ea sen? Po + 2ap ap| <0; 


A função decresce quando se desloca ao longo deste raio. 

3”) Seja AC — B? <0, A <0. A função não admite, neste caso, 
nem máximo nem mínimo. 

O estudo detalhado é feito da mesma maneira que no caso 3’. 

3) Seja AC — B <0, A=0. 

Então, BO e pode-se escrever a igualdade (2) sob a forma: 


Af = (Ap) [sén q (2B cos q + C sen q) + 2x, Ap). 


Quando y é suficientemente pequeno, a expressão entre paréntesis 
conserva o seu sinal, visto que ela é vizinha de 2B, logo o factor 
sen py muda de sinal conforme y é maior ou menor que zero (depois 
de ter escolhido ¿>0 e y< 0, pode-se tomar p suficientemente 
pequeno para que 2x não influa no sinal da expressão entre parén- 
tesis). Por conseguinte, neste caso, igualmente Af muda o seu sinal 
para diferentes q, isto é, para diferentes Ax e Ay. Logo, a função não 
apresenta nem máximo nem mínimo neste ponto. 

Pode-se, entáo, qualquer que seja o sinal de A, enunciar a 
preposição seguinte: 

Se AC — B? < O no ponto (žo, yo), a função não admite extremo 
neste ponto. A superfície que representa graficamente esta função 
pode, então, por exemplo, ter na vizinhança deste ponto à forma 
de uma sela (ver mais acima, fig. 186). Diz-se, em casos semelhantes, 
que a função tem um mínimo neste ponto. 

4) Seja AC — B? = 0. Neste caso, as fórmulas (2) e (3) não 
nos dão nenhuma indicação sobre o sinal de Af. Por exemplo, se 
A 40, tem-se: 


2 
a= (Ap)? [4 con e sem gt + 2a, ap| . 


para p = arc tg [o] o sinal de Af é determinado pelo sinal de 


2ao. Deve-se, então, empreender um estudo especial (por exemplo, 
tomando da fórmula de Taylor, um número mais elevado de termos, 
ou por um outro processo). Demonstrámos, assim, inteiramente O 
teorema 2. 


Exemplo — 3. Estudar os máximos e mínimos da função 
:=2-zwty++Ik—Zy+A4. 
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Resolução — 1. Determinemos os pontos críticos: 
E PAR ps E 2. 


dz dy 
Resolvendo -o sistema de equações 
2z — y+ 3= 0, 
— z+ 2y —2=0, l 
achamos: 
4 1 


T= n U==z», 
3 3 
2. Calculemos os valores das derivadas parciais de segunda ordem, no 


E 4 4 : 
ponto crítico (-5:; y) e estabeleçamos a natureza deste ponto crítico: 


3” 3 
02z 0?z 0?z 
uia CO a a ES E O 
ra ôT dy ' cam i 
AC—B?=2.2—(—1)2=3>0. 


Por conseguinte, no ponto (—: $5) a função tem um 


é igual a 


mínimo que 


Exemplo — 4. Estudar os máximos e mínimos da função 
Zz = T? + y — 3xy. 
Resolução — 1. Determinemos os pontos críticos, utilizando as condições 
necessárias para a existência dum extremo: 
Oz 


ER 2. "E 
dz = 3x 3y =0, 
Oz 

Jy 3y2 — 3t =Q. 


Obtemos os dois pontos críticos: 
z1 =1, y=141 e zz=0, y =0, 
2. Calculemos as derivadas parciais de segunda ordem: 
027 02z 02z 
ga y A qa 
3. Estudemos a natureza do primeiro ponto crítico: 


_ (0 ne _( 8z e . =(55) =6: 
a= (75), 25 B=( >, ale 35 C= ha = 
1 y= 


y=1 y= 
AC — B2 = 36—99 =27 > 0; A>O0. 
Por conseguinte, a função admite um mínimo no ponto (1, 1); o valor 
da função neste ponto é: 
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4. Estudemos a natureza do segundo ponto crítico M, (0, 0): 
A=0; B=-— 3; C=0; 
AC — B3 = — 9 <0. 
Por conseguinte, o segundo ponto crítico não é, nem um mínimo 
nem um máximo (minimax). 


Exemplo — 5. Determinar três números positivos, cuja soma é igual a 
um número positivo a e cujo produto é máximo. 


Resolução — Designemos, respectivamente, estes três números por x, y, € 
a=x=— y. O seu produto é, então, igual a 
u = z-y (a — z — y). 
Por hipótese, x >0, y >0, a=x—yo>0, isto é x+y<a, u>0. 
Por conseguinte, x e y tomam valores pertencentes ao domínio limitado pelas 


rectas x=0, y=0, x+y=a. 
Calculemos as derivadas’ parciais da função u: 


= (a—2z— y), 
= (a 2y—a), 
Igualando estas derivadas a zero, obtém-se o sistema de equações: 
v(a—2z— y)=0; xz(a—-Zy—z)=o0. 
Resolvendo este sistema, obtém-se os pontos críticos: 
r,=0, yy=0, Mi (0, 0); 
r3=0, va=a, M2 (0, a); 
Ty=a, y3=0, My (a, 0); 


a a a 
U=7 YU=3> M,( 7). 


Os três primeiros pontos estão situados sobre a fronteira e o último 
no interior do domínio. A função u é positiva no interior do domínio e 
anula-se sobre a fronteira; por conseguinte, a função u admite um. máximo 


no ponto (5 $) (é o único extremo no interior do triângulo). O valor. 


3*3 
máximo do produto é, pois: 
ù as aa (a a a a3 
max — 3 3 -3-34)=5 . 
Estudemos a natureza dos: pontos críticos (servindo-nos das condições 


suficientes da existência dum extremo). Calculemos as derivadas parciais de 
segunda ordem da função u: 


ô2u . 0%u dtu 


T Y : aza dE aya ez. 


| ô2u du Ou 
No ponto M, (0, 0), temos A = da 0; B “0zôy a, C “0 0; 
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Por conseguinte, no ponto M, náo há nem máximo nem mínimo. No 
du ou ôu 


ponto M, (0, a), temos 4 = Ei — 2a; TITO — A; C =z 50; 


AC—B?=—a? < 0. 


Por conseguinte, no ponto M, não há nem máximo nem mínimo. No 
ponto M, (a, 0), temos A = 0; B = —a: C = — 2a; 


AC — B? = — a <0. 
No ponto M, não há, igualmente, nem máximo nem mínimo. Temos no 
onto M, (L 3) _ 20 pn 24 4 da 
po. « 7º 3 A E B 3º C= Eu 
4a? a2 
AC-B= DO; AO, 


Por conseguinte, a função admite um máximo no ponto M, 


Nota — A teoria dos máximos e dos mínimos das funções de 
várias variáveis está na base dum método para obter as fórmulas 
que permitem representar as dependências funcionais segundo os dados 
experimentais. Esta questão «Estabelecimento duma dependência fun- 
cional a partir dos dados experimentais pelo método dos mínimos 
quadrados» está exposta no Anexo, no fim do I volume. 


$ 18. Máximos e mínimos das funções de várias variáveis 
submetidas a certas condições (máximos e mínimos ligados) 


Muitas vezes o problema da determinação dos maiores e dos 
mencres valores duma função resume-se na procura dos máximos 
e dos mínimos duma função de várias variáveis que não são indepen- 
dentes, mas ligadas entre si por certas condições suplementares (por 
exemplo, sujeitos a verificar certas equações). 

Consideremos, por exemplo, o seguinte problema. Pede-se para 
fabricar uma caixa paralelipipédica de volume máximo com uma folha 
de chapa metálica de superfície 2a. 

Designemos, respectivamente, o comprimento, a largura e a 
altura da caixa por x, y, z. O problema resume-se, por conseguinte, 
na procura do máximo da função 


v = IYZ, 
em que x, y, z verificam a condição 2xy + 2xz + 2yz = 2a. 


Estamos, pois, em presença do problema da procura dos extre- 
mos ligados (*): as variáveis x, y, z estão ligadas pela relação 


(*) Por oposição ao extremo usual que se chama também extremo livre. 


21 
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2xy + 2xz 4 2yz = 2a. Vamos considerar neste parágrafo os métodos 
de resolução dos problemas deste género. 

Consideremos primeiramente o problema de um extremo ligado 
duma função de duas variáveis quando elas não estão ligadas entre 
si a não ser por uma só condição. 

Seja calcular os máximos e os mínimos da função 


em que x e y estão ligados pela equação 
p(z, y) =0. (2) 


A condição (2) implica que só uma das variáveis x e y é inde- 
pendente, por exemplo. x, pois y é, entáo, determinado a partir da 
igualdade (2) como função de x. Se se resolve a equação (2) em 
relacáo a y, e se se substitui na igualdade (1) a expressáo encontrada 
para y, u será função duma só variável x e o problema será assim 
reduzido ao estudo do máximo e do mínimo duma função duma só 
variável independente x. 

Mas pode-se resolver o problema posto sem que seja necessário 
resolver a equação (2) em relação a x ou a y. A derivada de u em 
relação a x deve-se anular para os valores de x onde a função u 
é susceptível de admitir um máximo ou um mínimo. 

Calculemos a a partir de (1), sabendo que y é uma função de x: 

ke 
du óf Of dy 


dx Ox Oy dz. 


Por conseguinte, nos pontos de extremo 


0, df dyo, (3) 
Ox dy dx 
Obtém-se a igualdade (2): 
dp , dp dy q, OS 
Ox Oy dz 


Esta equação é satisfeita para todos os x e y que verificam a 
equação (2) (ver $ 11, Cap. VIID. 

Multipliquemos todos os termos da igualdade (4) por um coefi- 
ciente indeterminado A e juntemo-los aos termos correspondentes da 
igualdade (3). Obtemos 

(Lu) y 1 (22 , 20 ds) _0 
Ox dy dx ôx dy dx 
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ou 


ôf oo) (2 do) dy 
E pa ELIT Mi 0 pot BURT À 
(2 F dx y Oy a dy / dx 9) 


Esta igualdade tem lugar para todos os pontos em que houver 
um extremo, Escolhamos A de maneira que para os valores de x e y 
onde a função u.apresenta um extremo, o segundo parêntesis da 
igualdade (5) se anule (*) 


O E i 
dy dy 


Mas, entáo, para estes valores de x e de y resulta da igual- 
dade (5) que 


Of Op 
— + à — = 0. 
Ox E Oz 
Assim, nos pontos do extremo as três equações 
EA 
Ox oz 
A E OP 0, (6) 
dy dy 
p (z, y) = 0 


a três incógnitas x, y, A são verificadas. A resolução destas equações 
dá-nos as incógnitas x, y, e A que apenas desempenharam um papel 
auxiliar e de que já não teremos necessidade. 

É claro que as equações (6) são as condições necessárias para 
a existência dum extremo ligado, isto é, em todo o ponto de extremo 
as equações (6) são verificadas. O recíproco não é verdadeiro porque 
a função pode não ter extremo ligado para os valores correspondentes 
de x, y e À tirados das equações (6). É-se, pois levado a empreender 
um estudo detalhado da natureza do ponto crítico. Resolvendo pro- 
blemas concretos, pode-se, por vezes, determinar a natureza do ponto 
crítico segundo c próprio carácter do problema. Notemos que os 
primeircs membros das equações (6) são as derivadas parciais em 
relação às variáveis x, y, A da função 


F(x, y, 4) = f (z, y) + 4Aq(z, y). (1) 


(*) Para fixar ideias, suporemos que nos críticos 


ap 
oy S 
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Assim, para obter os valores de x e y que verificam a condi- 
ção (2) para os quais a função u = f(x, y) admite um máximo ou 
um mínimo ligado, é preciso formar a função auxiliar (7), igualar 
a zero as suas derivadas parciais em relação a x, y, A e determinar 
as incógnitas x, y (bem como o factor auxiliar A) das três equações (6) 
assim obtidas. Este método pode ser facilmente generalizado à deter- 
minação dos extremos ligados duma função dum número qualquer 
de variáveis. 

Seja determinar os máximos e os mínimos da função u = f (x, 
X2» -.., Xn) de n variáveis xı, X2, ..., Xn sujeitas a verificar as m 
equações (m < n): 


Pı (z,, La ..., En) == 0, 
ki a En ; : . i ds o E (8) 
Pm (2,, Lo, . e .y Zn) = 0. 


Para encontrar os valores de xı, x2, ..., Xn susceptíveis de dar 
máximos oú mínimos ligados desta função, deve-se formar a função 
auxiliar 

Pt Do pia a Ai or AE PE suo A E 
+ MP (Tis ee es Zn) + AQ (21, e.) Zn) + esa 


... + Mm Pm (21) A à Tn), 


igualar a zero as suas derivadas parciais em relação a X,, ..., Xn 


RR REA QE TR E 1 


GEA OL, Ox, 


ôf ôP Pm 
me hj —— ns Am = 0, 
OZ, th OL, a OL, (9) 


Ln OL» OL» 
e determinar m + n equações (8) e (9) xı, Xz, .... Xn e as incógnitas 
auxiliares A,, ..., Am. Tal como para uma função de duas variáveis, 


a questão de saber se aos valores encontrados das variáveis cor- 
responde verdadeiramente um máximo ou um mínimo da função ou 
se esta última não admite extremo neste ponto fica sem resposta 
no caso geral. Esta questão será resolvida com o auxílio de consi- 
derações particulares decorrentes de cada problema concreto. 
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Exemplo — 1. Voltemos ao problema considerado no começo deste pará- 
grafo: achar o máximo da função 


v = qyz 
se as variáveis x, y, z estão sujeitas a verificar a relação 
zy + zz + yz — a = 0 (z > 0, y > 0, z > 0). (10) 
Formemos a função auxiliar 
F (xz, y, A = zyz + À (zy + zz + yz — a). 
Calculemos as suas derivadas parciais e igualemo-las a zero: 
yz+À (y+2)=0, 
22+4(1+2)=0, (14) 
ty +1 (24 y)=0. 
O problema reduz-se. pois, à resolução do sistema das quatro equa- 
ções (10) e (11) a quatro incógnitas (x, y, z e A). Para resolver este sistema 


de equações, multipliquemos a primeira equação de (11) por x, a segunda 
por y, a terceira por z e juntemos as expressões assim obtidas. Servindo-nos 


31yz 
o 


Substituamos este valor de A na 


da equação (10), obtemos À — — 


equação (11); temos: 


Visto que x, y e z, segundo a natureza do problema, são diferentes 
de zero, deduz-se destas equações, que 


3r 3y 3z 
o -L z) = — Zz) = — =] 
da STESA o ETSL oq (+9) 
Das duas primeiras equações, obtemos x = y, da segunda _ e da terceira, 
y = 2. Mas, então, resulta da equação (10) x=y=z= q ; 


Obtivemos, assim, o único sistema de valores das variáveis x, y, e z, 
para os quais a função é susceptível de ter um máximo ou um mínimo. 

Pode-se demonstrar que este ponto é, precisamente, um ponto máximo. 
Isto resulta, igualmente, de certas considerações geométricas (sendo as con- 
dições do problema tais, que o volume da caixa não possa ser infinitamente 
grande; deve ser, por conseguinte, máximo para certos valores das dimensões 
dos lados). 

O volume da caixa é, pois, máximo quando ela tem a forma dum 


cubo de: areata ve p 


Exemplo — 2. Determinar o valor máximo da raíz índice n do produto 
dos números X,, X» .... Xn, Se a soma destes números for igual a um número 
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dado a. Pode-se, pois, pôr o problema da maneira seguinte: pede-se para 
n- 


determinar o máximo da função u = y T4 ... Tp. se as variáveis x, ..., Xn 
forem sujeitas a verificar a relação 
14224... + —a=0 (12) 


(zı >0, zo >0, e... Ln > 0). 
Formemos a função auxiliar 
n -— 
F (Z1, Tp, A) =p 21... Ent À (t414 tat... Ip —a). 


Calculemos as derivadas parciais 


pa a E SA AO a =: — NÄT 
Fs, n TE dns a O fra, 
n 
(Tı Tn) 
1 u 
F' -= — — À 0 ou u — —nÀzr 
X n To ' di 
1 u 
F? =— — À = ou u==—nÀzTn. 
n n Zn ` 


Resulta destas últimas igualdades: 
TiS =... =r 


e em virtude da equação (12), obtemos 


Ly := To = tas = Lp == 


A natureza do problema dita-nos que neste ponto crítico a função 
y —— a 
y T4... Zn apresenta um máximo igual a —. e 
n 


Por conseguinte, todo o sistema de números positivos x,, X,, ..., Xp» que 
verificam a relação x, +x, +... +tx,=a, satisfaz a desigualdade 


Vaz < (13) 


( sendo 2 o maior valor desta função ) Substituindo na desigualdade (13) 
n 


a pela sua expressão tirada da igualdade (12), obtém-se: 


n 


V T112 ee Ty E AAA, (14) 


Esta desigualdade tem lugar para todos os números positivos X,, X}, ..., Xn. 
O primeiro membro da desigualdade (14) chama-se média geométrica desses 
números. Assim, a média geométrica dum número finito de números posi- 
tivos não é superior à média aritmética desses números. 
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$ 19. Pontos singulares duma curva 


Emprega-se, igualmente, as derivadas parciais para o estudo das 
curvas. 


Seja 
F(z, y)=0 
a equacáo duma curva. 
O valor do coeficiente angular da tangente á curva é dado pela 


fórmula 
OF 
dy Or 
dr = OF 
Oy 


(ver $ 11, Cap. VID. 
: o. OF _ OF _ 

Se pelo menos uma das derivadas parciais A e dy não se 
anula no ponto dado M (x, y) tomado sobre a curva, a quantidade - 
ou = é, então, bem determinada, A curva F(x, y)=0, tem, 

y 


pois, neste ponto, uma tangente bem determinada. Diz-se, então, em 
casos semelhantes, que M (x, y) é um ponto simples da curva. 
Se pelo contrário o ponto M, (xo, Yo) é tal, que: 


os 2E) o e (2) =0, 
Ox x=X0 ôy = 
x Y=Yo 


y=y = 
o coeficiente angular da tangente é indeterminado. 

Definicao — Chama-se ponto singular duma curva F(x, y)=0 
ao ponto Me (x,, yo), onde as derivadas parciais Ea e 2r se anulam. 
Resulta da definição que os pontos singulares são definidos pelo sistema 
de equações 


É evidente, que todas as curvas não têm, necessàriamente, pontos 
singulares. Por exemplo, para a elipse 


q? y 
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temos, evidentemente, 


E y OF 21 ôF 2y 
F(x, y ==x+>=%-41; — =; — = 
(z y= b? Ox a? Oy b? 
As derivadas x eim não se anulam a não ser no ponto x = Q, 
x 


y = 0, que não pertencem à elipse. Por conseguinte, a elipse não tem 
pontos singulares. 

Sem empreender um estudo detalhado do comportamento duma 
curva na vizinhança dos pontos singulares, limitar-nos-emos a con- 
siderar alguns exemplos de curvas que têm pontos singulares. 


Exemplo — 1. Estudar os pontos singulares da curva 


y2 — z (z — a} = 0 (a > 0). 
Resolução — No caso dado F (x, y)= y? — x o —a)? e, por consequência, 
A 


ga =a) (a— 3r); — ETA =2y. 
Resolvendo o sistema das três equações: 


a ar OF 
F(z, y)=0, az 0 —=0, 


obtemos: 
to = a, Yo = 0. 


O ponto M, (a, 0)é, por conseguinte, um ponto singular. 
Estudemos o comportamento da curva na vizinhanca do ponto singular 
e construamos esta curva. 


Escrevamos esta equação sob a forma 


v=+(z—a) Vz. 

Vé-se, desta fórmula, que a curva: 1) náo é definida a náo ser para 
x>0; 2) é simétrica em relação ao eixo Ox; 3) corta o eixo Ox nos pon- 
tos (0, 0) e (a, 0). Este último ponto é um ponto singular. 

Consideremos, primeiramente, a parte da curva correspondente aos valores 


positivos: 
v=(z—a) Vz. 
Calculemos as derivadas de y de primeira e da segunda ordem em 
relação a x: 
¡deal O RE 
2 Vi i 4r Vz l 


Para x= 0, tem-se y = œ. Por conseguinte, a curva é tangente ao 


y 


a 
eixo Oy na origem das coordenadas. Para x “a tem-se y =0, y”>0, 


isto é, que a função y apresenta um mínimo para x = 5 
o 2a a 
y 3 ER . 
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Sobre o segmento 0 < x <a, tem-se y < 0; para x >F , y > 0; quando 


x> 0, y— ©. Para x=a, y = Va, isto é o ramo da curva y = + (x — a) 
V x tem por tangente no ponto singular M, (a, 0) a recta 


y = Va (1—a). 
O segundo ramo da curva y = — (x — a) V x sendo simétrica da primeira 


em relação ao eixo Ox, a curva tem, por conseguinte, uma segunda tangente 
no ponto singular, definida pela equacáo 


y= — Va (2—a). 


A curva passa duas vezes pelo ponto singular. Um ponto que apresenta 
uma tal particularidade chama-se ponto duplo. A curva considerada está repre- 
sentada na figura 187. 


y 


Fig. 187 Fig. 188 


Exemplo — 2. Estudar os pontos singulares da curva (parábola semicúbica) 
y? — 3 =0. 
Resolução — Determina-se as coordenadas dos pontos singulares a partir 
do sistema de equações: 
yo rt =0; 372 =0; 2y=0. 


Daí resulta que o ponto M, (0. 0) é um ponto singular. 
Ponhamos a equação considerada sob a forma 


y=+ Y 23. 


Para construir esta curva procedemos da maneira seguinte: estudamos 
primeiramente o ramo da curva correspondente aos valores positivos; o ramo 
correspondente ao sinal menos náo exige um estudo particular, visto que, ele 
é simétrico do primeiro ramo em relação ao eixo Ox. 
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A função y apenas é definida para x > 0, ela é não negativa e cresce 
. com x. 
Calculemos as derivadas primeira e segunda da função y = Vx”. 


3 1 


3 Fon 
y =5 Vez; y DA a 


Para x=0, tem-se y =0, y” =0. Por conseguinte, o ramo considerado 
da curva tem por tangente na origem das coordenadas a recta y = 0. O segundo 
ramo da curva y = — V x3 passa igualmente pela origem das coordenadas e 
tem também por tangente nesse ponto a recta y = 0. Por conseguinte, os 
dois ramos da curva passam pela origem das coordenadas, y têm uma mesma 
tangente e estão dispostas simêtricamente dum e doutro lado desta tangente. 
Um ponto singular desta espécie chama-se ponto de reversão de primeira 
espécie (fig. 188). 

Nota —- Pode-se considerar a curva y2— x3=0 como um caso limite 


da curva y? — x(x — a)? = 0 (considerado no exemplo 1), para «> 0, isto é, 
quando o arco se contrai até ser reduzido a um só ponto. 


Exemplo — 3. Estudar a curva 
(y — 22 — z = 0. 
Resolução — Determinam-se os pontos singulares a partir do sistema de 
equações 
4x (y — z?) — 51% = 0; 2 (y — 2?) = 0. 
Este sistema tem uma solução única: x=0, y=0. A origem das 


coordenadas é, por conseguinte, um ponto singular. 
Ponhamos a equação considerada sob a forma 


y =z? + Vaz. 


Daí resulta que x é susceptível de tomar todos os valores compreendidos 
entre 0 e + œ. 
Calculemos as derivadas primeira e segunda: 


v'=2z +2 VE; y=2+7 Vz. 


Estudemos, separadamente, os ramos da curva que correspondem respec- 
tivamente ao sinal mais é ao sinal menos do radical. Nos dois casos, para 
x=0, temos y =0, y = 0. Por conseguinte, o eixo Ox é uma tangente para 
os dois ramos Ja curva. 

Consideremos, primeiramente, o ramo 


y=x24 Vz. 
Quando x cresce de O a œ, y cresce de O a œ. 


O segundo ramo 
y=12— Y 15 


corta o eixo Ox nos pontos (0, 0) e (i, 0). 

A função y = x?— Vo apresenta um máximo para x =. Para 
x> +o, y>- 00, 

Os dois ramos da curva passam pela origem das coordenadas; elas 
têm uma tangente comum e estão dispostas do mesmo lado da tangente 


FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS 331 


na vizinhança do ponto de tangéncia. Um tal ponto singular chama-se ponto 
de reversão de segunda espécie. O gráfico da função considerada está repre- 
sentado na figura 189. 


Exemplo — 4. Estudar a curva 
y — rt + =O. 


Resolução — A origem das coordenadas é um ponto singular. Para estudar 
a variação da curva na vizinhança deste ponto singular ponhamos a equação 
da curva sob a forma 


y=+ r? Vi— 22, 


A curva é simétrica em relação aos eixos das coordenadas, visto que 
na equação da curva apenas entram potências pares das variáveis e, por 


m Fig. 189 


conseguinte, basta estudar a curva para os valores positivos de x e y. Resulta 
desta última equação que x varia de O a 1, isto é 0O<x<1. 
Calculemos a derivada do ramo da curva cuja equação é 
y = T T? y 1— 22: 
,  T(2—3212) 


Via 


Para x = 0, tem-se y =0, y =0. A curva é, pois, tangente ao eixo Ox 
na origem das coordenadas. Para x=1, y=0, y'= 00; por conseguinte, no 
ponto (1, 0) a tangente à curva é paralela ao eixo Oy. Além disso, a função 


admite um máximo para x = vê (fig. 190). 


Na origem (no ponto singular) os dois ramos da curva sáo tangentes. 
Um ponto singular deste género chama-se ponto de tangéncia. 


Exemplo — 5. Estudar a curva 
y? — a? (z — 1) =0. 
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Resolução — Os pontos singulares são determinados a partir do sistema 


de equações: 
y? — z? (z —1)= 0; — 32 +2r=0, 2y=0. 


Este sistema admite para solução x =0, y=0. O ponto (0, 0) é, por 
conseguinte, um ponto singular da curva. Ponhamos a equação da curva sob 


a forma 
y= +z Vz—1. 


É evidente que x pode tomar todos os valores compreendidos entre | e 00, 
bem como o valor zero (neste caso y = 0). 


Fig. 190 Fig. 191 


Estudemos o ramo da curva correspondente ao sinal mais do radical. 
Quando x cresce de 1 a o, y cresce de O a œ. A derivada de y é 


dr — 2 
2Vz— 1 


AA 


Para x = 1, tem-se y” = 00. A tangente à curva no ponto (1, 0) é, pois, 


paralela ao eixo Oy. 
O segundo ramo da curva (correspondente ao sinal menos do radical) 


é simétrico ao primeiro em relação ao eixo Ox. 

As coordenadas do ponto (0, 0) verificam a equação da curva, mas 
nenhum outro ponto da sua vizinhança pertencem à curva (fig. 191). 
Neste caso, chama-se a um ponto singular deste género ponto isolado da curva. 


Exercícios 


Calcular as derivadas parciais das funções seguintes: 


1. z= 22 sen? y. Resp. E =2 sen? y ; = 2lsent2y. 
ôz 


2. z=x1”. Resp. pan a y Y Log z. 
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¿ue 443422 Resp. ÊU L oye”? ty3+z? o Ôu ogestut+a? E ¿Qu 
Ox "Oy l 


== 27 44422 


du z 
u == V 12+ y2 +22, Resp. ô Varia . 


Óz y ôz _ z 
5. z=arc tg (zy). Resp. — Jz SIF aya? dy 1} 22y2 
Óz  —y , 0 z 
== Y .R — —— 0 —| TT aua 
6. z arc tg — esp. ca y Ary: 
24 y2—zx ôz 2 âz 2z 
7. z= Lo VAT: . Resp. — = — —==——-¡ — = MML 
É V+ +z oz Voy) dy yV24y 
so pre 0 4 Ga à a z 0 4 e 
— eY y A A E A eo SE ET 
8. u =e” +e - Resp. — o dy ya * vê * > oz ne è 
9. z=arc sen (z -+ y). Resp. A: PP š 
dz Victer Oy 
$ E Oz y? Õz —y 
1 — = | —=—R—— 
ds y ayy ` Resp ôr  Vxri— y4 Oy Vzi— y4 
Calcular os diferenciais totais das funções seguintes: 
11. z= z2? xy? + sen y. jii ES y) dy. 
12. z= Log (xy). Resp. dz =: + =. 
13. z=e*+Y* Resp. dz— ¿paa «(1 dx + y dy). 
=> Gi v+z dde (-=ez7 
14. u — tg (3— y) + 6972, Resp. du cos (3z—y) + cosi (3z — y) + 


EGE, 
+ 6U+ Log 6) dy + 6Y H Log 6 dz. 


45. 


16. 


17. 


_ydr—zrdy | dz —z dy 


U'=. arc cen E Resp. dw = y | Tul Via i | | 
Calcular f; (2,3) e fy (2, 3), se f(x, y)==124-y3. Resp. f, (2, 3)=4, 
fy (2, 3)=27. 


Calcular df (x, y) para 2--41, y--0; do yo, se f(r, y)= 


- Y 124 y2, Resp. > : 


Determinar para pequenos valores absolutos das variáveis x, y, z uma 


fórmula aproximada para as expressões: 


18. 


A a 4 uia 
“Vinte RR a se 


AL 


4 
q la 
y Eeg a Resp. 1-! 3 (1—y—-2). 
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0z 02 
20. Calcular EE e ETR se z=u 4+ vV, u=- z? + sen y, v = Log (z + y). 
02 1 2 1 
Res ne — == i ST um tama 
p Jz 21+ 2v Ta y cos y + 2v E 
dz Au) dz 
21. Calcular do ==> £ E === ——— ee 
dr * ro u COST; vV cos z. Resp. mE 
= 1 
=a 
e 
2 cos 3 
oz Oz E 07 
22. Calcular dz e TÚ se ze" "2%, u= snz, v=x3+4 y2. Resp. 0 
=-eU-20 (cos z — 672); Seta (0—2.2y) = — 4ye"-27, 
Calcular as derivadas totais das funções seguintes: 
23. z=arc sen (uv); u= SENT cosa; v--cosr sena. Resp. e == 
; T l 
si 2kn—G< t+ a < 2kn+ Si ==, se 2kn + <I+a<(k+ 
+1) 1 +5 
eaX (y — 2) du 
A Za E == E GE = = ax 
24. u Rr y==asenz; cos z. Resp dg — * sen r. 
25. z= Log (1—x%); r= 500; So =—2tg0. 
Calcular as derivadas das funções implícitas de x dadas pelas equações: 
z? y? = dy  b2 x 
Ma E 
q? y2 dy b2 z 
27. a pe 1. Resp Aa ag 
dy _ yv 1—y*Logy 
x—-qY, A. A Do 
28. y* —uxY. Resp. a ia Log E" 
dy. Y [cos (zy) — eXv — 27] 
29. sen — eXY — z? A NA a E 
(ay). T OREP. dr “zjz4ev—cos(zy)| ` 
z2 y? 22 z ðz ðz cêz 5 
30 PE AA — —— | º — — , q— TT = — | — TO 
az Pa + -2 1; calcular E $ dy Resp Ts a a 
b2z 
ðw dw dw cos? au ðw 
31. — =U ; — — —— WU =--——— >> AS 
u—vtgaw==0; Calcular du * Do: Resp du a a 
__  sen2aw 
Ss 2av 
32. 22 fo y2— 22, mostrar que qe pos o 


ôz y dy z 
Oz âz . 
33. E Lek (+ ) , Mostrar que z Jr TY Oy =Z, qualquer que seja a função 
derivável F. 
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Calcular as derivadas parciais da segunda ordem: 


722 02z 02z 
34. z—13—422 2. Resp. £ =6x—8y: —— = —8r: — 
z= t3 —4z2y 4+ 5y p dê 6r—8y; dy dz T3 gg =10. 
l 02z : sen y 02z ex 
39. z=e* L sen y L . Resp. ——=-e* L a . Ens 
a e A Log y 2 * 0x0y y + 
COS y 2z ex 
s DD ——— — Sen - 
1 0%u 02u Zu 
. Mostrar que se u -= — então, — + —-}-— = 0. 
qu i E Vz24+y2422 dx? Paya 022 g 
O xy? o?z x ð?z z êz 
37. Mostrar que se z= PE então, x Jaa TY Dzy Jy =2 Jz ` 
38. Mostrar que se z= Log (z2 + y2), então oz: -+ 2 =0 
« Mostrar q = Log ( ył), e ' z2 a n 
2z ô2z : 
39. Mostrar que se z—Q(y+azx)+vy (y—azx), então, a? o 94 —0 quais- 


quer que sejam as funções arbitrárias p e y deriváveis até à segunda ordem. 


40. Calcular a derivada da função z = 3x4 — xy + vw no ponto M(l, 2) 
segundo uma direcção formando um ángulo de 60” com o eixo Ox. 
Resp. 54 11 VS Š 

41. Calcular a derivada da função z = 5x? — 3x — y— 1 no ponto M (2, 1) 
segundo a direcção da recta que une este ponto ao ponto N (5, 5). 
Resp. 9,4. 

42. Calcular a derivada da função f(x, y) segundo as direcções: 1) da bis- 


sectriz do ângulo das ccordenadas Oxy. Resp. 48 (5 + 5) > 2) do eixo 
y 


| 9 Yôz 
——sós x negativos. Resp. E v 


z 9 P 
43. Í (z, y) = 9% + 32? + 4ry + y?. Mostrar que no ponto M (5 =3 a 
derivada é igual a zero segundo qualquer direcção («função estacionária»). 


44. Determinar entre os triángulos que têm um mesmo perímetro 2p aquele 
cuja superfície é maior. Resp. O triângulo equilátero. 


45. Determinar entre os paralelepipedos rectángulos de dada área S aquele 


É À S 
cujo volume é maior. Resp. O cubo de aresta VE 


46. Calcular a distância entre duas rectas do espaço de equações 


A a TA 


1 2 1'141 474º 2º 
Estudar o máximo e o mínimo das funções 


47. 2=x3y3 (a —z—y). Resp. z é máximo vara =>; =. 
E | : 4 
48. z=2x2 z 2 pb, Resp. z é mínimo para z= z= — . 
+Hzry +y? + = y p pa y EE 
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49. 2-=:-sen z+ sen y +sen (z-+ y) (o<z< 5; o<y< E) ; Resp. z é máximo 


n 
para zx-= y = 


E 
50. z= sen z sen y sen z+ y) (O<; 0O<y<m. Resp. z é máximo 
para ==. 


Obter os pontos singulares das seguintes curvas, estudar a natureza desses 
pontos singulares e formar a equação das tangentes nesses pontos: 


51. 2 + y? — 3azy = 0. Resp. M,(0, 0) é um ponto múltiplo; equações das 
tangentes: x=0, y=0. 


52. aty? = q! (a? — 72). Resp. A origem é um ponto de tangéncia. Tangente 
dupla y? = 0. 


3 | 
53. y2= o pai Resp. M,(0, 0) é um ponto de reversão de primeira espécie; 
y2? =0 é a equação da tangente. 


= z? (9 — 2º). Resp. M,(0, 0) é um ponto múltiplo; equações das tangen- ` 
tes; y = +£ 3x. 


55. zt — 2ax?*y — azy? + a?r? = 0. Resp. M, (0, 0) é um ponto de reversão de. 
segunda espécie; y? =0 é a equação da tangente dupla. 

56. y? (a? + z?) = z? (a? — z?). Resp. M, (0, 0) é um ponto múltiplo; equações 
das tangentes: y = Tx. 

57. biz? + a?y? = z?y?. Resp. M, (0, 0) é um ponto isolado. 

58. Mostrar que `a origem das coordenadas é um ponto terminal para a 
curva y=xLogx e que neste ponto o eixo Oy é tangente à curva. 


59. Mostrar que a origem das coordenadas é um ponto múltiplo da curva 


Z___ As tangentes neste ponto são: à direita y= 0; à esquerda 


y 
EETL 
y=z. 


Capítulo IX 


APLICACOES DO CÁLCULO DIFERENCIAL 
NA GEOMETRIA DO ESPAÇO 


$ 1. Equacáo duma curva no espaco 


Consideremos o vector OA =r unindo a origem das coorde- 
nadas a um ponto variável A (x, y, z) (fig. 192). Este vector chama-se 
raio vector. 

Exprimamos este vector com o auxílio das suas projecções sobre 
os eixos coordenados: 


r=27i+4vj+ zk. (1) 


Suponhamos que as projecções do vector r são funções dum 
certo parâmetro t: 


x= q (t), Z 
y= (t), (2) 
2 YA1t): 


A fórmula (1) pode ser, entáo, posta sob 
a forma | 
CC EIC STORES CLA 1) 


ou 


r= vr (t). (1) Fig. 192 


Quando | varia, as coordenadas x, y, z variam e o ponto 4, 
extremidade do raio vector 9º, descreve no espaço uma determinada 
curva que se chama odografo do vector = r(t). As equações (17 
e (1) chamam-se eguuções vectoriais duma curva no espaço ou curva 
empenada. As equações (2) chamam-se equações paramétricas duma 
curva empenada. A cada valor de 1, estas equações fazem corresponder 
valores bem determinados das coordenadas x, y, z dum certo ponto 
da curva. 


Nota — Pode-se igualmente definir uma curva 'empenada como 
sendo o lugar geométrico dos pontos de intersecção de duas superfícies. 
A curva pode, pois, ser definida pelas duas equações destas superfícies: 

D, (x, Y, z) = 0, | 
D(z, y, 2) =0. = 


22 
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Por exemplo, as equações 


+yz =á z=1 


são as equações dum círculo no espaço, sendo esse círculo definido 
como a intersecção duma esfera e dum plano (fig. 193). 

Uma curva empenada pode, então, ser expressa quer pelas equa- 
ções paramétricas (2), quer pelas duas equações das superfícies (3). 


VA 


Fig. 193 


Passa-se das curvas paramétricas às curvas expressas pela inter- 
secção de duas superfícies eliminando o parâmetro t das equações (2): 
obtém-se, então, duas equações ligando x, y e z. Inversamente, se 
se põe x = ọ (t) (em que q (t) é uma função arbitrária) e se se exprime 
y e z em função de t a partir das equações 


D, [9 (º), Y, 2] =0, D, [o (2), Y, zļ= 0, 


efectua-se a passagem das curvas expressas pela intersecção de superfícic: 
às curvas definidas paramètricamente. 


Exemplo — 1. Sejam 
= 4t — 11, y=3t, z=1t+2 


as equações paramétricas duma recta. Eliminando o parámetro t, deduzimos 
as equações de dois planos. Por exemplo, subtraindo sucessivamente da pri- 
mesira equação a segunda e a terceira, tem-se x— y— z= — 3. Subtraindo 
da primeira a terceira, multiplicada previamente por quatro, tem-se x — 4z = 
= — 9. A recta dada é, pois, a curva definida pela intersecção dos dois planos 


z—y—z+3=0 e z—44+9=0. 


Exemplo — 2. Consideremos um cilindro recto de revolugáo de raio a, 
cujo eixo coincide com o eixo Oz (fig. 194). Enrolemos à volta do cilindro 
um triángulo rectângulo flexível C,AC, de modo que o vértice A do triângulo 
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coincide com o ponto de encontro da geratriz do cilindro e do eixo Ox, e 
que o lado AC, se enrola sobre a secção deste cilindro situado no plano Oxy. 
A hipotenusa determina, então, sobre o cilindro uma curva chamada hélice. 

Designemos por x, y, z as coordenadas dum ponto variável M da 
hélice e por t o ângulo AOP (ver fig. 194). Então, 


r=acost, y=asent, z= PM = APtg0, 


em que Q designa o ángulo agudo do triângulo C,AC. Notemos que AP = at, 
porque AP é o arco de circunferéncia de raio a correspondente ao ángulo 
ao centro t. Designando tg 8 por m, obtém-se as equações paramétricas da hélice 


z = a COS t, y = a sent, z = amt 
(em que 1 é o parâmetro), ou sob a forma vectorial 
r=jiacost+ ja sent+k amt. 


Elimina-se o parámetro 1 das equações paramétricas da hélice, elevando 
as duas primeiras equações ao quadrado e, juntando-as, obtém-se x? + y? = a2?. 


Fig. 194 


É precisamente a equação do cilindro sobre o qual está traçada a hélice. 
Em seguida, dividindo termo a termo a segunda equação pela primeira e 
substituindo na relação obtida z pela sua expressão tirada da terceira equação, 
obtém-se a equação duma outra superfície sobre a qual está traçada a hélice: 


Ela chama-se helicóide com plano director. Pode-se considera-la como 
gerada por uma semi-recta paralela ao plano Oxy de extremidade, situada 
sobre o eixo Oz, quando esta. semi-recta gira com uma velocidade angular 
constante em volta do eixo Oz e que ela se desloque para cima com uma 
velocidade constante, de modo que a sua extremidade permaneça constante- 
mente sobre o eixo Oz. A hélice é definida pela intercepcáo do cilindro e 
da superfície helicoidal. Eis porque, se pode defini-la pelas duas equações: 


12 + yê=a?, = =tg == . 
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$ 2. Limite e derivada duma função vectorial duma variável 
escalar independente. Equação da tangente a uma curva. 
Equação do plano normal 


Voltemos às fórmulas (1) e (1”) do precedente parágrafo: 
r= Q(t) + (t) j + x (t) k 


ou 
r =r (t). 


Em geral, quando t varia, a grandeza e a direcção do vector r 


r(t+4t) 


Fig. 195 Fig. 196 


variam igualmente. Diz-se, então, que 7 é uma função vectorial da 
variável escalar independente t. Suponhamos que 


lim q (t) = qo, lim'p (É) = Yo, lim y (t) = Xo. 
t>to i t—> to 


t> to 


Diz-se, então, que o vector To = Pot + Paj + Xok é O limite do 
vector 7 = r (t) e escreve-se, (fig. 195): 


lim T (t) = Po. 


Daí resulta as igualdades evidentes: 


lim |r (t) — r | = 
t>to 


= tim Vig (0) — pP + Iv (O) — po +) — yo =0. 


lim |r (1) |= | 20]. 
t>to 
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Passemos agora à noção de derivada duma função vectorial duma 
variável escalar independente 


T (t) = ẹ (t) è + Yp (t) j + x (t) k, (1) 


supondo que a origem do vector 7 (t) coincide com a origem das 
cocrdenadas. Sabemos que a equação (1) é a equação vectorial duma 
curva empenada. 

Escolhamos um valor de f que corresponde a um determinado 


ponto M da curva e démos a t um crescimento Af; temos, então, 
o vector 


r(t + At) = p(t + At) i 4 y (t + At) j + x(t + At) k, 


qùe determina scbre a curva um ponto M, (fig. 169). Calculemos o 
o crescimento do vector 


Ar =r (t + At) — r () = [p (t+ At) —(1)]4 + 
+ ip (t + At) — p (£)1 j + ix (t + At) — x (t)] k. 

Este crescimento está representado na figura 196 pelo vector 
MM, = Ar (t),em queOM = r (t), OM, = r (t+ At) Consideremos 
o quociente art) do crescimento da função vectorial pelo crescimento 
escalar independente; é, evidentemente, um vector colinear ao vector 
Ar (t) visto que se obtém multiplicando Ar (t) pelo factor escalar = 
Podemos por este vector sob a forma: 


Ar(t) _ q(t+ At) — q (t) é p+- , 
Ato At + At j + 


At l 


Se as derivadas das funções P (2), Y (t), x (2) existem para o 
valor escolhido de t, os coeficientes de ¿, j, ktenderáo, respectivamente, 
para q” (t), p” (t), x’ (t) quando At — 0. 


Por conseguinte, neste: caso o limite E existe quando A! — 0 


: é igual ao vector q” (1) 4 + Y (Hj +x (Ñk: 


im EZ OIEA POIS A 


At>0 At 


+ 
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Chama-se ao vector definido por esta última igualdade derivada 
do vector 7 (t) em relação à variável escalar t. Designa-se a derivada 


pelo símbolo du r. 


dt 
Assim, 
dr , r . r o r 
T r= Hit +k (2) 
ou 

dr dr . dy dz 
— = — 4 — j — É. 2 
dt a a. a En 


Vejamos qual é a direcção do vector 2A 


Quando At >0, o ponto M, tende para o ponto M; a direcção 
da secante MM, coincide no limite com a da tangente. Por conse- 


quência, o vector derivado cr está orientado segundo a tangente à 
curva no ponto M. O comprimento do vector T é dado pela 
fórmula (*) 


d E EIA AOS 
E =Vig OP + Ort KOF (3) 


Os resultados obtidos permitem escrever facilmente a equação 
da tangente à curva 


r= ri + yj+ zk 
no ponto M (x, y, 2); basta recordar-se que 7 = q (2), y = y (t), 


z == % (t). 
A equação da recta que passa pelo ponto M (x, y, z) é 


Xx č Y—y_Z—z 


—— 


m n p 


em que X, Y, Z sáo as coordenadas do ponto variável da recta 
e m, n, p quantidades proporcionais aos cossenos directores desta recta 
(isto é, às projecções do vector unitário da recta). 


(*) Suporemos que nos pontos considerados ES + 0. 
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Por outro lado, estabelecemos que o vector 
dr dz . 
AN, — j METROS 
dt dt dt dt 
está orientado segundo a tangente. Eis porque as projecções deste 


vector são números proporcionais aos cossenos directores da tangente 


e, por conseguinte, aos números m, n, p. A equação da tangente será, 
então, 


Exemplo — 1. Escrever a equação da tangente à * hélice 


T=a Cos ft, y =a sent, z=amt 
para / qualquer e para t = Z. 
Resolução. 
dx dy dz 
de É sent, E cost, a e 


Temos, segundo a fórmula (4): 


X—a cost _ Y—asent Z—amt 


—asent = acost am 
Em particular, encontramos para t= Z 
a V2 aV2 x 
aV? ay2 am 
NE E 


Do mesmo modo que para uma curva plana, chama-se normal 
a uma curva empenada num dado ponto, á recta perpendicular á 
tangente e que passa pelo ponto de tangéncia. Existe, evidentemente, 
uma infinidade de normais em cada ponto duma curva empenada. 
Todas estas normais estão situadas no plano perpendicular à tangente 
à curva. Chama-se a este plano plano normal. 
Deduzimos a equação do plano normal partindo da sua definição 
no que respeita ao plano perpendicular à tangente (4): 
dx ., dy x dz 
— (X — x1) + —— (Y — — (Z — z) = 0. 9 
Rê ad Dr ) (5) 
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Exemplo — 2. Formar a equação do plano normal à hélice no ponto 


correspondente ao valor t = z do parâmetro. 


Resolução — Utilizando os resultados do exemplo (1) e a fórmula (5), 
tem-se: 


IE (a E YE (uE) e (2) o 


2 2 4 


al 


Estabeleçamos agora a equação da tangente e do plano normal 
a uma curva empenada, no caso duma curva expressa pelas equacóes: 


D, (£, y, z) = 0, D, (x, Y, z) =Q. (6) 


Exprimamos as coordenadas x, y, z desta curva em função dum 
parâmetro arbitrário t: 


r=0Q(t), y=wv(t), 2=x1t). (7) 


Suporemos que q (£), y (t), x (t)são funções deriváveis de t. 
Substituindo na equação (6) as expressões de x, y, z em função 
de t para os pontos da curva, obtemos duas identidades em t: 


Dito (2), p(t), x(£)]=0, (Sa) 
Dolo (£), p(2), x (t)]=0. (8b) 
Derivando as identidades (8a) e (8b) em relação a t, obtemos: 
EI 
óx dt dy dt ôz dt 
9D, de aD, dy | OD, de | lá 
ôr dt dy dt O dt E 
Resulta destas equações que: 


de ôd, aD, 0D,0D, dy  00,0Dd, 0D,00D, 
dt dy Oz ôz ôy. dt dz Ox dx Oz 


dt O Ou Oy ôr dl dx dy Oy dr 
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mas pode-se demonstrar que as fórmulas definitivas (11) e (12) (ver 
mais abaixo) são igualmente válidas no caso em que esta expressão 
é igual à zero, e que pelo menos um dos determinantes que figuram 
nestas fórmulas é diferente de zero. 

Resulta desta igualdade (10): 


ONU GE E E E EEK A 
A e e DE E e 


————— = e + te — — e > ms, E o Pro a 


ðy Oz 0z Oy ôz Ox Ox Oz Ox Oy dy Ox 
Por conseguinte, podemos, em virtude da fórmula (4), pôr a 
equação da tangente sob a forma 
X—z Y — y Z—z 


e ae O e eae ———— mm > A” — —— ás A o E —e— 


Oy Oz Oz Oy Oz Ox dx Oz dx Oy dy Ox 


ou, servindo-nos dos determinantes, 


E a e un 0 (11) 
0D,0D,| [90,90,| [90,90, 
dy Oz 0z Ox dx Oy 
0D,0D,| ¡00,00,| |90,00, 
Oy 0% O ðr o Oy 
A equação do plano normal é, então, 
| ôD, 90D, ôD, ôD: 0D, 0D, 
Oy 0% O dr Oz Oy 
(X — 2) ôD, 0D, + (Y — y) ôD, 00, + (2 — 2) 9D, 00, =Q. (12) 
dy dz O ðr Oz ôy 


Estas fórmulas são válidas quando pelo menos um dos deter- 
minantes é diferente de zero. Se num ponto da curva os três deter- 


minantes 
90,90,| |20,90,| |90,90, 


dy Oz Oz dx Ox Oy 
dy Oz dz dx Ox Oy 
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se anulam simultânamente, o ponto considerado chama-se onto sin- 
gular da curva empenada. A curva pode não ter tangente neste ponto, 
do mesmo como nos pontos singulares duma curva plana (ver $ 19, 
Cap. VIII). 


— m = m — — - æ a a m a 
"æ - — —. 
en — a 


nmen a mw ma m — sem 


e æ ao a o a EC O 


Fig. 197 


Exemplo — 3. Achar a equação da tangente e do plano normal à 
curva definida pela intersecção da esfera x? + y? +22=4r? e do cilindro 


x? + y? = 2ry no ponto M (r, r, r 2) (fig. 197). 
Resolução. 
Dy (z, y, 2) =124 y24-22—4r?, 
Da (z, Y, 2) = z3 4+- y2—2ry, 
00D, oe 0D; Pas ID, 
a CA a Cr 
Da Do _ Da 
dz =2%,; a RÉ ——É —0. 
Os valores das derivadas no ponto M são, respectivamente: 


et = 2r i =2F E = dr y2. 
y > 


ID) 2 Do Do —( 


Ox É Oy jz 
A equação da tangente é: 


A equação do plano normal é: 


Y2(Y—r)-(Z—r Y 2) =0. 
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$ 3. Regras de derivação dos vectores (funções vectoriais) 
Definimos a derivada do vector 
r(t)=0() i + Y (t) j + x (t) k (1) 
T (t) = (i)i +y (t) j +x (t) k. (2) 


Resulta imediatamente desta definição que as principais regras 
de derivação das funções são válidas igualmente para os vectores. 
Estabeleceremos aqui as fórmulas de derivação da soma e do produto 
escalar de vectores, e limitar-nos-emos a enunciar as outras fórmulas 
deixando ao leitor o cuidado de as demonstrar. 


pela relação 


l. A derivada da soma de vectores é igual à soma das deri- 
vadas desses vectores. 
Com efeito, sendo dados dois vectores 


r, (t) = pı (t) i + pr (£) J + 1a (0) k, | 
Pa (t) = qa (t) 8 + Ya (1) J + xo (1) k, 
a sua soma é igual a 
r, (t) + Ta (t) = [eps (t) + q, (1)] i + 
+ [p (2) + bo (£)] 3 + [xa (8) + xo (2)] K. 


Por definição, a derivada do vector variável é: 


dro +r = [p1 (8) + p (Ti + 


+ [p (à) + do (0 j + [xa (E) + Xe (8)] de 


(3) 


ou 


OO pgs (0) + AT [Mi (0) ++ 


+ [xi (t) + xe (O] e = [or (0) 0 + pi (t) J + xi (8) o) + [epa (8) é + 
+ Ya (t) J + x (t) k]= ri + ro 


Por conseguinte, 


do UE Pla rr, (1) 
dt dt dt 
II. A derivada do produto escalar de dois vectores é dadau 
pela fórmula à a P 
d (1, r,) ala Tı T, + T, ar) . 


a al 
dt dt dt pa 
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Com efeito, se os vectores 7, (t) e 7. (t) são definidos pelas 
fórmulas (3), o seu produto escalar é igual a 


T: (E) ra (É) = Pupo + Dio + XX2- 
Eis porque 
d (r,r,) 
dt 


= (pipa + Vida + XX) + (0102 + ViVe + X1X2) = 
= (pit + pij + xk) (Pai + P2 j + + 


+ (qui + VÍ + yik) (ai + Vaj + Kah) = A 1 a 


O teorema está demonstrado. 
Deduzimos da fórmula (II) um corolário duma grande impor- 
tância. 


= P + Pp + Dido + Prpa + XiXe + XX = 


Corolário — A derivada do vector unitário e (isto é, tal que 
| e | = 1) é perpendicular a este vector. 


Demonstração — Se e é um vector unitário, então, 


ee = 1. 


Derivemos, os dois membros desta igualdade, em relação a t: 


Vu 


isto significa, justamente, que o vector F] é perpendicular ao vector e. 
IH. Pode-se tirar um factor constante debaixo do sinal de 


derivação: 
dar (t) np dy (t) 


5 = =ar (i). (III) 
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IV. A derivada do produto vectorial dos vectores r, e r, é 
definida pela fórmula 


dir, x ra] dr, dr, 
— El Xr Y, X —. IV 
dt dt 2 +n dt (v 


§ 4. Derivadas, primeira e segunda, dum vector em 
relação ao comprimento do arco. Curvatura da curva. 
Normal principal 


TER 
O comprimento do arco(*) duma curva empenada MoA =s é 
definida da mesma maneira que para uma curva plana (fig. 198). 
O comprimento do arco s varia quando o ponto variável A (x, y, 2) 
se desloca ao longo da curva; inversamente, quando s varia, as coor- 
denadas x, y, z do ponto variável A da 
curva, variam. 
Por conseguinte, podem-se considerar 
as coordenadas x, y, z do ponto variável A 
da curva, como funções do comprimento 
do arco s: 
£ = q (s), y = y (s), z= % (s). 
Nestas equações paramétricas, o parâ- 
metro é o comprimento do arco s. 
O vector OA =r exprime-se da 
seguinte maneira: 


r = p (s)i + Y (s) j + x (9) > 


la Fig. 198 
r = 14 (s), (1) 
isto é, o vector 7 é uma função do comprimento do arco s. 
Elucidemos a significação geométrica da derivada a 
's 


Resulta da figura 198 as igualdades: 
MA =s, AB=As, MB =s + ôs, 
OA=r (s), OB=r(s+ As), 
AB = Ar = r (s + As) — y (s), 


(*) Ver, definição do comprimento do arco duma curva plana, $ 1, 
Cap. VI e $ 3, Cap. XII. 
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dy 
Vimos, no $ 2, que o vector z; = = lim E TE "e dirigido segundo 


a tangente à curva no ponto A no sentido dos s crescentes. Por outro 


lado, temos a igualdade lim so = À (o limite do quociente do 
comprimento da corda e do a ai do arco subtendido (*). Por 
conseguinte, dr € um vector unitário dirigido segundo a tangente. 
Designemo-lo “por O: 
dr U i (2) 
ds 


Se o vector 2º é dado pelas suas projecções: 


v= zi + yj + zk, 


então, 
dz . dy dz 
o = — i + — j + — k, 3 
ds + ds J+ ds (3) 
em que 
dx ) | E ) (E ) 
— — — | =Í. 
(= E ds id ds 
2 
dy 


vectorial 7, isto é, a derivada de T e demos a significação geo- 
ds 


métrica desta derivada segunda. 
Resulta da fórmula (2), que 


Pr ddr dr _ do 
de ds ` 


; AG 
Por conseguinte, devemos calcular lim As 
__As->0 


Segundo a figura 199, AB = As, AL = ø, BK =Ø + Ag. Tra- 
cemos do ponto B o vector BL, = 6. Resulta do triângulo BKL,:. 


BK = BL, + L,K 


(*) Demonstrámos esta igualdade para as curvas planas no $ 1, Cap. VI. 
Ela é igualmente verdadeira para as curvas empenadas » (t) = Q (t) t+v (1) Jr 
+ y (t) ke, se as derivadas das funções Q (t), p (1) e x(t) forem contínuas e 
náo se anulem simultáneamente. 
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o + Ao =0 + L,K. 


Por conseguinte, L,K = Ao. Visto que o comprimento do vector 
é constante, 
|o|=|o + Ao|; 


resulta que o triângulo BKL, é isósceles. O ângulo Ap no vértice deste 
triángulo é o ângulo de rotação da tangente à curva quando se 
¿passa do ponto 4 ao ponto B. Corresponde, 
“pois, ao crescimento do comprimento do arco 
As. Resulta do triângulo BKL,: 


sen 20 


L,K=|A6|=2|0| > 


sen AQ = 2 
2 


(pois | ø | = 1). 
Dividamos ambos os membros da igual- 
dade por As: 


sen AQ sen Ap 
Ac | 9 2 | 2 Aq 
As As c As Fig. 199 


' Passemos ao limite nos dois membros desta igualdade, fazendo 
tender As para zero. À esquerda, obtemos: 


. | Ag se | 
lim | — | = 
As>0| As 

Além disso, 
sen AR 

lim a =al, 

As>0 Aq 
2 


visto que consideramos curvas para as quais o limite ho = 
8r»0 
existe e que, por conseguinte, Ap >0 quando As > 0. Assim. temos, 
depois da passagem ao limite, 


do 


Ap 
As | 


As>0 


(4) 
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Chama-se curvatura média do arco AB da curva considerada 
ao quociente do ângulo de rotação Ap da tangente, quando se passa 
do ponto A ao ponto B, ao valor absoluto do comprimento As do 
arco AB: 


curvatura média = Ap F 
- As 


O limite da curvatura média quando As—»0 chama-se curvatura 
da curva no ponto 4 e designa-se pela letra K: 
n= a eE 


As>0 


ds 
comprimento da derivada em relação ao comprimento do arco do 
vector unitário (*) da tangente é igual á curvatura da curva neste 


Mas, entáo, resulta da igualdade (4) que = K, isto é, o 


ponto. O vector o sendo um vector unitário, a derivada do ethe 
perpendicular (ver $ 3, Cap. IX, Corolário). 
Assim, o vector e é dirigido, segundo a perpendicular ao vector 
da tangente, o seu comprimento é igual à curvatura nesse ponto. 
Definição — Chama-se normal principal à curva, num dado ponto, 
a uma recta que coincide com o suporte do vector S Designa-se 


por n vector unitário desta direcção. 


O comprimento do vector —— do é igual à curvatura K da curva, 
ds 
por conseguinte, 
do 
— = Kn. 
ds 


A quantidade a chama-se raio de curvatura desta curva no 


ponto dado, e designa-se-la por R. isto é, = R. Pode-se, então, 


escrever: 
o a E (5) 


(*) Recordemos que. a derivada dum vector é ainda. um vector, de 
maneira que tem cabimento o considerar-se o comprimento desta derivada. 
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Resulta desta fórmula: 
4 ær Y 


Por conseguinte, 


1 dix Y y Y K 
AS 
R ds ds ds 
A fórmula (6 permite calcular a curvatura num ponto qualquer 
duma dada curva pelas suas equacóes paramétricas, cujo parámetro 
é o comprimento do arco s (isto é, quando o raio vector do ponto 
variável desta curva é uma funcáo do comprimento do arco). 


Consideremos o caso em que o raio vector r é funcáo dum 
parámetro qualquer t: 


T= rd). 


Neste caso, consideraremos s como uma funcáo do parámetro ?. 
O cálculo da curvatura é, entáo, efectuado da seguinte maneira' 


dr dr ds 
A. ==. (7) 
dt ds dt 
Como 
my S, 
ds 
então, 


dr ds Y 
la] o 
dt di 
Derivemos os dois membros desta igualdade e simplifiquemos 
2; temos 
RES ji dr dr ds ds 


— aee A mae— 5 9 
dt de dt dê (9) 
R ; dr | Ar] 
(°) Esta igualdade resulta de que | —— |= lim _ Mas, Ar é a 
ds As>0 | As 
corda que subtende o arco de comprimento As. Eis porque Ar tende para l, 


quando As — 0. 
23 
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Resulta, da fórmula (7): 


dr dr 4 
ds dt ds 
a 
Derivemos em relação a s os dois membros desta igualdade: 
| ES, 
dr r 4 dr dt? 


CN (ds NT 
ar) (T) 


Substituindo a expressão encontrada por ai na fórmula (6), 
temos: 


¡OO 


Ro ds dE 
dt ` Nat 
POEL (E) 
dt dt dt? dt dt dt? dt dt? 
p (5) | 
dt 
Exprimindo, agora, ds e dis a partir das fórmulas (8) e (9) 


dt dt? 
em função das derivadas de r (t), temos (*): 


(o (6) (E) 
L= dt? ci e dt | (10) 
13) 
(*) Transformamos o denominador da Ex seguinte: 


($) =) F= {5 F. 


dr A 
Náo podemos escrever (> PTE y) , porque (de Era y designa o quadrado 


dr 3... dr y2 
escalar do vector —— e (E) + designa o cubo do número (F) y 
dt dt di 


6 E 
A expressáo ($) náo tem sentido. 
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A fórmula (10) pode ser posta sob a forma (*): 
dr dy | 
X 


1 dt” de 
lA. o SA (11) 


CAE 
de 
Estabelecemos, entáo, uma fórmula que permite o cálculo da cur- 


vatura em todo o ponto duma curva dada pelas equações paramétricas 


de parâmetro qualquer. 
Se, em particular, a curva é plana e está situada no plano Oxy, 


ela tem, para equações paramétricas: 
T=Q(t), y=vy(), z=0. 


Substituindo estas expressões de x, y, z na fórmula (11), reen- 
contramos a fórmula que exprime a curvatura duma curva plana, dada 
pelas equações paramétricas, que tínhamos estabelecido anteriormente 
(cf. Cap. VI): 


PACK MORE AC MON 
(o (OP + [yr 


Exemplo — Calcular a curvatura da hélice 


r= ta cos t + ja sen t4- kamt, 
num ponto qualquer. 


Resolução. 
——= — ta sen t+ ja cos t + kam, 


dir z 
—o = — fa cos t — ja sent, 

i j k 
—asint acost am 
—acost—a sent 0 


dr dir 


ak = įa?m sen t — ja?m cos t + ka?, 


dr dir y2 
a A e — ni 2 
(5 x 3) as (m2 41), 


2 
($) =q? sen? 4 a? cos? t4- azm2=a2 (1 + m?). 


(*) Utilizamos a identidade 
a?b2 — (ab)? = (a x b)? 
que se verifica fàcilmente, pondo-a sob a forma: 
a2b2 — (ab cos p)? = (ab sen q)2. 
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Por conseguinte, 
1 _— a(m344) _ 1 
Rè [a3 (1+m?)]?  a(14m2)2 ’ 
donde 
R=a (1 + m?) = const. 


Concluímos, então, que o raio da curvatura da hélice é constante. 


Nota — Pode-se sempre supor que uma curva plana está situada 
no plano Oxy. (Basta efectuar uma mudança de eixos de coordenadas.) 
No plano Oxy, z= 0; mas, então ll 0, e, por consegui 

, ; , ” ds , po seguinte, O 
vector n está, igualmente, situado no plano Oxy. Uma conclusão 
se impõe, então: a normal principal duma curva plana está situada 


no plano da curva. 


$ 5. Plano osculador. Binormal. Torção duma curva empenada 


Definição — 1. (Chama-se plano osculador a uma dada curva no 
ponto Á ao plano definido pela tangente á curva e á normal principal 
nesse ponto. 


Fig. 200 Fig. 201 


É evidente que o plano osculador a uma curva plana coincide 
com o plano dessa curva. Se a curva náo é plana, os planos oscula- 
dores, correspondentes a dois pontos P e P, da curva, formam entre 
si um ángulo diedro p. Quanto maior for p, mais a curva difere 
duma curva plana. Para ser mais preciso, introduzamos a definicáo 
seguinte. 


Definição — 2. Chama-se binormal à normal à curva perpendi- 
cular ao plano osculador. 

Escolhamos, sobre a binormal, um vector unitário bh e orientémo-lo 
de modo que os vectores ©, mn, b formem um triedro trirectângular 
da mesma orientação que os vectores unitários ¿, j, k dos eixos das 
coordenadas (fig. 200, 201). 
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Temos, em virtude da definição dos produtos escalar e vectorial: 


b=oxn; bb=1. (1) 
Calculemos a derivada - . Em virtude da fórmula (IV), § 3, 
s 
temos: 
ds ds ds ds 


Mas co = (ver $ 4), eis porque 
do 
— x E x n = 0, 
ds R 


e a fórmula (2) pode ser posta sob a forma 


db ox 2. (3) 
ds ds 


Resulta da definição do produto vectorial que o vector > é 
perpendicular ao vector da tangente o. Por outro lado, a é per- 
pendicular a bh, visto que p é um vector unitário (ver $ 3, Corolário). 

Concluímos. então, que o vector = é perpendicular a o e a bh, 


isto é. colinear ao vector n. 


Designemos por + o comprimento do vector 5 isto é, 
s 
façamos: 
dj 1. 
ds T’ 
então, 
ds T 


Chama-se a + torção da curva dada. 


O ángulo diedro p, formado pelos planos osculadores cor- 
respondente a dois pontos da curva, é igual ao ángulo formado pelas 
binormais. 
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Podemos, entáo, escrever uma fórmula análoga á fórmula (4) do 
$ 4, Cap. IX: 
db 


e A A u 
ds 


As>0 | As| | 


- Assim, a torção da curva no ponto A é igual, em valor absoluto, 
ao limite do quociente do ángulo p, formado pelos planos osculadores 
no ponto 4 e no ponto vizinho B, pelo comprimento | As | do arco AB 
quando As> 0. 

Se a curva é plana, o plano osculador não varia e, por conseguinte, 
a torção é igual a zero. 

Resulta da definição de torção que esta quantidade caracteriza, 
o afastamento entre uma curva empenada e uma curva plana. 

A quantidade T chama-se raio de torção da curva, Determinemos 
a fórmula que dá a torção. Resulta das fórmulas (3) e (4): 


1 o dn 


—Nn=6 XxX —- 


T ds 


Multiplicando, escalarmente, os dois membros da igualdade 
por n. temos: 


1 | dn | 
-— nn = nu |o x — |. 
T d 


O segundo membro desta igualdade é o que se chama o pro- 
; A d a 
duto misto de três vectores n, 6 e e Sabe-se que este produto não 
S 


varia pela permutação circular dos factores. Como nn = 1, podemos 
pôr a última igualdade sob a forma: 


1 dn | 
—=6|— xn 
T ds F 
ou 
E |» v (5) 
T ds 
dir A 
Mas, como n := R , então, 
ds? 
Ba 2 
dn R - 1 daR — 
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e | dn dy [ná Pr  dR dr 
n xX — | = =X EE == 
ds ds” ds ds 
adr Pr | dR | dr dr | 
A E a é RIA 
ds* ds ds | ds” ds? 


o produto vectorial dum vector por si próprio sendo igual a zero, 


E xX Zr] =0. 
Assim 
rl | 
Verificando que == e voltando à igualdade (5), tem-se 
4 29 3 
pe o 


Se r é expresso em função dum parâmetro arbitário f, 
pode-se demonstrar (*), da mesma maneira que no parágrafo pre- 


a : 
(*) Com efeito, ds E 


d “ds di ’ 
derivemos, uma vez mais, esta igualdade em relação a t: 
OR CAI A 
dt? ds ds dt dt T ds dt? ds? (57) T ds dee * 
Derivemos de novo ʻa relação obtida em NA a t: 
dr č ž d (Sa) ds (EV dr „ds A dr Y ds ds 
dt3 — ds \ ds2 ) dt \ dt ds? | dt a ds (E) E di? 
ea (7) dir ds dis dr ds 
ds di 3d ds? dt dis * ds dis ` 
Formemos em. seguida o produto misto: 
dr ( Ay d3p ) 


a Vas as JS 
dr ds dir d dsY2 dr d2s 
a dt ( Za (+) aaa)» 
Ea E E 
ds? \ dt Aa ar di Todo -m ly 


Desenvolvamos este produto, segundo a regra de multiplicação dos poli- 
nómios, omitindo todos os termos nos quais entram, pelo menos, dois vectores 
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cedenie, 
dr | dr y | 
dr | r Pr l dt | d? dé 
Apa A EN, PAPA A 
ve do (1 
dt 
Substituindo esta expressão na fórmula (6) e substituindo R? 
pela sua expressão obtida da fórmula (11), $ 4, obtemos, finalmente: 
dr [dr Pr | 
X 
dt | de? dé? 


dr dy [ (1 
Ei, y [ia 
dt dt? 


EP 
T 


Esta fórmula permite-nos calcular a torção em qualquer ponto 
duma dada curva pelas suas equações paramétricas no caso dum 
parâmetro arbitrário t. 

Notemos que as fórmulas que exprimem as derivadas dos vectores 
o, b, n são chamadas fórmulas de Serret-Frenet: 


do n don dn 0 _ v 
ds R’ ds T’ ds R T 
De entre elas, a última pode ser estabelecida como se segue: 
n =b Xó 
dn d(bxo) db do n | n 
— = —— = — Xo +b x— [= — Xo +b x — [c 
ds ds ds + ds T E R 


/ idênticos (porque o produto misto de três vectores, em que dois são idênticos, 
é igual a zero); obtemos: 


dr der d3r )= dr ( d2y d3r ds y6 
| dt2 di3 ) ds ds2 ds3 ) (5) 
Verificando que 


LEY o (EY 


obtemos a igualdade procurada. 
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mas 
nxo=—b; bxn=-—-0, 
eis porque de b j 
d TR 


Exemplo — Calcular a torção da hélice 


r= ta cos t+ ja sen t4 kamt. 
Resolução. 
—asent acostam 
—acost—a sent 0 
a sen t—a cost 0 


= aim, 


dr dir “dr 
dt ld“ e |= 


a 
dt xa) =at (14+ m?) (ver exemplo do $ 4). 


Por conseguinte, 


at (1 m?) o 4a(14+m) 


T= — 
a3m m 


$ 6. Plano tangente e normal a uma superficie 


Seja 
F (x, Y, z) =0 (1) 


a equação duma superfície. 
Introduzamos as definições seguintes. 


Definição — 1. Diz-se que uma recta é tangente a uma superfície 
num ponto P (x, y, z) se ela é tangente a uma curva qualquer traçada 
sobre esta superfície e que passe por aquele ponto. 

Visto que uma infinidade de curvas traçadas sobre a superfície 
passa pelo ponto P(x. y, z), haverá igualmente neste ponto uma 
infinidade de tangentes a esta superfície. 

Definamos os pontos simples e os pontos singulares duma super- 
fície F(x, y, z) = 0. 

Diz-se que o ponto M é um ponto singular da superfície se 
OF OF OF 
ðx ’ dy" Oz 
ou se uma, pelo menos, das derivadas não existe nesse ponto. 
of OF. 
ôx’ dy” Oz 
são contínuas nesse ponto e se uma .de entre elas, pelo menos, é 
diferente de zero. 

Enunciemos o teorema seguinte. 


as três derivadas — se anulam, simultâneamente, neste ponto 


O ponto M diz-se ponto simples se as derivadas existem 
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Teorema — Todas as rectas tangentes à superfície (1) no ponto 
simples P pertencem a um mesmo plano. 

Demonstração — Consideremos sobre a superfície uma curva: L 
(fig. 202) que passa por um dado ponto P da superfície. Sejam 


=p (t); v=w(t); 2=% () (2) 


as equações paramétricas desta curva. 

A tangente a esta curva é, por definição, 
uma tangente à superfície. As equações desta 
tangente são 


X—zr Y —y 2-2 


a dy di 
dt dt dt 
Fig. 202 Se se substitui as expressões (2)” na 


equação (1), esta equação torna-se numa 

identidade em relação a t, visto que a curva (2) está traçada sobre 
a superfície (1). Derivando esta identidade em relação a t, temos (*): 
ôF dr , ôF dy , 0F da 6 (3) 

dx dt dy dt ôz di 
Consideremos, em seguida, os vectores N e +. dr 
ponto P: dt’ 


„que passam pelo 


OF OF OF 
N = — îi + — j +4 — kR. 4 
EE F Jy j+ E (4) 
OF ôF OF 
ôx’ dy" Oz 
nadas x, y, z do ponto P. Notemos que estas projecções não se 
anulam simultâneamente no ponto P, visto que P é um ponto simples. 


As projecções deste vector dependem das coorde- 


Eis porque 
OF Y OF Y OF 
mn Y (EZ (2 o 
| Ox Ei Oy E OZ di 
O vector E 3 i 
dr é a Y , dz 
= —— į 4 — — k 
a au “ata (9) 


(*) Utilizamos aqui a regra de derivação das funções compostas de 
três variáveis. Esta regra é válida no caso presente, visto que, as derivadas 


parciais A OR OE são contínuas por hipótese. 


dy * 0z 
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é tangente à curva que passa pelo ponto P e traçada sobre a superfície. 

Podem-se calcular as projecções deste vector a partir da equação (2), 

dando ao parâmetro t o valor que corresponde ao ponto P. Calcule- 
dr 


mos o produto escalar dos vectores N e TR ; ele é igual à soma dos 
produtos das projecções correspondentes: 

dr OF dx OF dy OF dz 

dt ôr dt Oy dt o dt” 


Em virtude da fórmula (3), o segundo membro desta expressáo 
é igual a zero e, por conseguinte, 


dr 0 
dt 


Deduz-se desta igualdade que o 


N 


vector N é perpendicular ao vector SE 


da tangente à curva (2) no ponto P. 
A demonstração que acabamos de dar é 
válida para toda a curva (2) que passa 
pelo ponto P e traçada sobre a superfície. Fig. 203 

Por conseguinte, todas as tangentes a esta 

superfície no ponto P são perpendiculares a um mesmo vector N 
pertencem, pois, todas a um mesmo plano perpendicular ao vector N. 
O teorema está demonstrado. 


Definição — 2. O plano formado por todas as tangentes num 
ponto P às curvas traçadas sobre uma superficie que passe por este 
ponto chama-se plano tangente à superfície no ponto P (fig. 203). 

Notemos que o plano tangente pode não existir se P é um 
ponto singular da superfície. Em tais pontos, as rectas tangentes 
à superfície podem não pertencer a um plano único. O vértice dum 
cone, por exemplo, é um ponto singular e neste ponto as tangentes 
à superfície não pertencem a um plano único (elas constituem preci- 
samente a superfície cónica). 

Formemos a equação do plano tangente à superfície (1) num 
ponto simples. Sendo este plano perpendicular ao vector (4), a sua 
equação é da forma 


E e =p ed: (6) 
dx dy Oz 


Se “a superfície é dada pela equação 
z= f(x, y) ou z—f(x, y)=0, 
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entáo, 
or of oF Of OF =i 
ôr Ox Oy Oy Oz 
e a equacáo do plano tangente é 
ð ; 
2-1 XD + A 0) (6) 


Nota — Se se fizer na fórmula (6) X — x = Ax, Y — y=Ay, 
tem-se 


Z—-z=- Ar z -+ SL Ay; 


o segundo membro é o diferencial total da função z = f(x, y). Por 
conseguinte, Z — z = dz. Assim, o diferencial total de uma função 
de duas variáveis no ponto M (x, y), que corresponde aos crescimentos 
Ax e Ay das variáveis independentes x e y, é igual ao crescimento 
correspondente da cota (z) do plano tangente à superfície que repre- 
senta o gráfico dessa função. 


Definição — 3. Chama-se normal à superfície (1) num ponto 
P (x, y, z) à recta perpendicular ao plano tangente nesse ponto (fig. 203). 
Formemos a equação da normal. Sendo esta orientada segundo o 
vector N, a sua equação é 


X—zr Y—y Z—z (7) 


— — 
——— o .- AAA sa, 
— 


Ox OY Oz 
Se a equação da superfície é z = f(x, y) ou 
& — f (x, y) => 0, 


a equação da normal será: 
Xx Y—y Z—z 
A E 
ox Oy 


Nota — Suponhamos que a superfície F (x, y, z) =0 é a super- 
fície de nível para uma função de três variáveis u(x, y, z), isto é, 


F(x, y, 23 =u (z, y, 27) —C=0. 
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É evidente que o vector N, definido pela fórmula (4), dirigido 
segundo a normal à superfície de nível F = u (x, y, z) — C = 0, será 


ou ou. du 
N=—i+—j — k, 
dx ES Oz 
isto é, 


N = grad u. 


Por isso mesmo demonstramos que o gradiante da função u (x, y, 2) 
é dirigido segundo a normal à superfície de nível que passa pelo 
ponto dado.. 


Exemplo — Formar a equação do plano tangente e a equação da normal 
à esfera x? + y2? + z2? =14 no ponto P (1, 2, 3). 


Resolução. 
F (z, y, z) = z234 y2 +22 —14=0; 
ôF or. ôF -óF 
Ox = 2r > o Y , o TZ , 
para x=1, y=2, z=3, temos: 
ôF ôF oF 
dr CP Ou a 


Por conseguinte, a equação do plano tangente é: 


a(z—1)+4(y—2)46(2—-3)=0 


ou 
+4 2y+32— 14=0. 
A equação da normal e: 
zi _ y—2 ż—3 
2 A "6. ” 
ou 
1 _ y—2Z2 2:23 
1 2 3 
Exercícios 


Calcular a derivada dos vectores: 
1. r=4 ctg t 4 jarc tg t. Resp m E ie 
i sen? t 44:28 
2. r==te"* + j2t +k Log t. Resp. y = det R 
e j, k a j _ 2k 
3. pe 72: Resp. r Sae a E . 
4. Achar o vector da tangente, a equação da tangente e. a equação do 
plano normal à curva r=—tf-+ t274-t3k no ponto (3, 9, 
Resp. r'=8+6) 42h; a tangente ó 2342922. o phano 
normal: z- 6y-+272—786. 


366 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


~l 
. 


10. 


11. 


12. 


- Achar o vector da tangente, a equação da tangente e a equação do 


plano normal à curva : r= t cost y + jsen t+ k sen -+ . Resp. 7’ = 


=— isen t4 5 ¿008 t+ 5 k cos +; a equação da tangente é 


2 

X—cos2 Å y-Lsent zosent 

2 2 2 
—— = =; a equação do plano normal é 

— sen l cos t 
COS — 
2 
t 

+X sen ¿—Y cost—Z cos = +z sent —y cos t—z cos ——,em quez, y, z 


2 2 
são as coordenadas do ponto da curva por onde passa o plano normal 


: t t 
( isto é  x=c0s3 —, j sent, z= sen 5) i 


2 2 2 

Achar a equação da tangente à curva xz=t-—sent, y=1— cost, 
z=4 sen y e os cosenos directores desta tangente. Resp. La == 

sen Y 

=g == t 
DE Sid E a cosa = sen? Y ; ste SEN to; Cos p=cos 2. 

0 to 2 2 2 

sq 5, 


Achar a equação do plano normal à curva z = x? — y?, y=x na origem 
das coordenadas. Indicação. Exprimir a curva com o auxílio das equações 
paramétricas. Resp. x + y = 0. 


Achar 6, n, b no ponto = para a curva  r=6 (cos t+ sen? t) +- 

1 —5i—4j—k 

j sent (1— cos t)— k cos t. Resp. 0o = —- (—i +jt k); n=; 
Ta ( ) p E F2 VE 


i—2j+3k 


Vas 


b= 


. Achar a equação da normal principal e da binormal à curva 


¿4 t3 t2 T— XQ y — Yo 
= — * =——º z=—— DO ; > E AA M 
a ny a 2 19 ponto (Zo, Yo, 20)- Resp Rr Ati 
fã . Z—To _UY—Y0_ 27—70 
T -28-t" 1 — —20o B ` 


Determinar a equação do plano osculador à curva y? = x; x? =z no ponto 
M (1, 1, 1). Resp. 6x — 8y—z+3=0. 

Determinar o raio de curvatura da curva dada pelas equações x? + y? + 
+z —4=0, x+y—z=0. Resp. R =2. 


Determinar o raio de torção da curva: r—i cost -+ jsent4+ k 


t —t12 
Resp. po e 


2 (et —ert) ` 


e! — et 


2 


13. Determinar o raio de curvatura e o raio de torção da curva p= iči-+ 


+ 2437. Resp. R=5 t (14913), T=00. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


seja paralelo ao plano—y+2z=0. Resp. r—y+2z=+ 11 
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Demonstrar que a curva r (2124 byt+c4) $ + (azt? + bat + c2) j+ (agt? + 
+ bat + c3)k é uma curva plana. Resp 7” =Q, razão porque a torção é 
nula. 


Determinar a curvatura e a torção da curva z=el, y=e"!, z=t y2. 
| v2 —V2 
Resp. A curvatura é igual a —“——; a torção é —_—__=, 
p x (z-+y)? (r—y)? 


Determinar a curvatura e a torção da curva z=e"! sent; y=e"t cost ; 


z==et. Resp. A curvatura é igual a ya et, a torção a set. 


2 2 2 

Determinar a equação do plano tangente à hiperbólide AE += 
a Cc 

= Tt Yy 22 o 

=1 no ponto (Z4, Ys, 24). Resp. wm OA 


Determinar a equação da normal à superfície x2—4y84-222=6 no ponto 
(2, 2, 3). Resp. y +4x=10; 3x—z=3. 


Determinar a equação do plano tangente à superfície z=—212+4y2 no ponto 
M (2, 1, 12). Resp. 82 48y— 2=12. 


Traçar um plano tangeste à superfície x? + 2y2 + 22 =1 de modo que 


Capítulo X 


INTEGRAL INDEFINIDO 


$ 1. Primitiva e integral indefinido 


Estudámos, no Capítulo III, o problema seguinte: sendo dada 
uma função F (x), achar a sua derivada, isto é, a função f(x) = F'(x). 

Neste capítulo, consideraremos o problema inverso: sendo dada 
uma função f(x), achar uma função F(x) tal, que a sua derivada 
seja igual a f(x), isto é, 


F (x) = f (2). 


Definição — 1. Diz-se que a função F(x) é uma primitiva da 
função f(x) sobre o segmento [a, b], se em todo o ponto deste 
segmento se tiver a igualdade F' (x) = f(x). 


Exemplo — Determinar uma primitiva da função f(x) = x. 
Verifica-se imediatamente, segundo a definição, que a primitiva procurada 


q3 a r3 y ' 
é F (= E Com efeito, (5) = 42, 


Verifica-se facilmente que se a função f(x) admite uma primitiva, 
esta última não é única. Assim, no exemplo precedente, teríamos 


podido tomar como primitivas as funções seguintes: F (7) = 3 +4; 
F (1) = 7 — 70u mais geralmente, F (z) = a +C (em que C é 
uma constante arbitrária). Com efeito, 


Pe ) 
— +C] =r. 
i 
Por outro lado, pode-se demonstrar que uma primitiva qualquer 


da função x? é, necessàriamente, da forma a + C. Isso resulta do 


teorema seguinte. 


Teorema — Se F, (x) e F. (x) são duas primitivas da função f(x) 
sobre o segmento (a, b], a sua diferenca é uma constante. 
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Demonstração — Temos, em virtude da definição da primitiva: 


F; (2) = Í (2), (1) 
Fo (1) = Í (2), 
para qualquer x do segmento [a, b). 


Facamos 
F, (1) — Fa (1) = q (2). (2) 


Podemos, então, escrever, em virtude da igualdade (1): 
F; (1) — F; (1) = f (z) — f (1) =0 


ou 
p (z) = [F; (2) — F, (11 =, 


para todos os x pertencentes ao segmento [a, b]. Mas resulta da 
igualdade y”(x) = 0 que g¿(x) é uma constante. 
Com efeito, apliquemos o teorema de Lagrange (ver $ 2, Cap. IV). 
a função (x) que é contínua e derivável sobre o segmento [a, b]. 
Em virtude do teorema de Lagrange, para todo o x arbitrário 
do segmento [a, b], tem-se 


p (x) — q (a) = (1 — a) q (8), 


em que a < <x. 
Mas, visto que y' (£) = 0, então, 


q (z) — q (a) = 0 


p (3 =p( ). (3) 


Assim, a função p (x) conserva. em qualquer ponto do segmento 
[a, b], o valor p (a). Ela é, pois, constante sobre o segmento [a, b). 

Designemos a constante gy (a) por C. Resulta, então, das igual- 
dades (2) e (3): 


ou 


F, (1) — F, (12) =C. 


Resulta deste teorema que se conhecemos uma primitiva qual- 
quer F(x) da função f(x), qualquer outra primitiva desta função 
será da forma F (x) + C. em que C é uma consatnte. 


Definição — 2. Chama-se integral indefinido da função f(x) e 
nota-se por | f(x) dz a toda a expressão da forma F(x) +C, em 


que F(x) é uma primitiva de f(x). Assim, por definição, 


f (3) dz = F (2) +C, 
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SE 


F (x) = f (2). 
Mais, f (x) chama-se função sob o sinal soma ou função a integrar; 
f(x) dx, expressão sob o sinal soma, e o sinal , sinal de inte- 


gração ou sinal «soma». 

Assim, o integral indefinido representa uma família de funções 
y =F(x) +C. 

Geométricamente, pode-se considerar o integral indefinido como 
um conjunto (uma família) de curvas tais que se passa de uma a outra 
efectuando uma translagáo no sentido positivo ou negativo do eixo Oy. 

Uma pergunta se põe naturalmente: toda a função f(x) possui 
uma primitiva (e, por conseguinte, um integral indefinido)? A resposta 
é negativa, mas todavia notemos, sem o demonstrar, que toda a função 
f(x) contínua sobre o segmento [a, b] possui uma primitiva (e, por 
conseguinte, um integral indefinido). 

O presente capítulo é consagrado à exposição dos diferentes 
métodos que permitem determinar a primitiva (e, por conseguinte, 
o integral indefinido) para certas classes de funções elementares. 

O processo que permite encontrar a primitiva de uma função f (x) 
chama-se integração da função f(x). 

Façamos a nota seguinte: no encontro da derivada que para 
uma função elementar é sempre uma função elementar, a primitiva 
duma função elementar pode não se exprimir com o auxílio dum 
número finito de funções elementares. Voltaremos, de resto, a esta 
questão no fim deste capítulo. 

Resulta da definição 2 que: 


1. A derivada dum integral indefinido é igual à função a inte- 
grar, isto é, se F'(x) = f(x), então 


($ f (2) dzy = (F (2) + CY = f (2). (4) 


Esta igualdade exprime que a derivada duma primitiva qualquer 
é igual à função a integrar. 


2. O diferencial dwm integral indefinido é igual à expressão sob 
o sinal de soma | 
d ($ f(x) dz )= f(x) dz. (5) 


Isto resulta da fórmula (4). 

3. O integral indefinido do diferencial duma certa função é 
igual à soma desta função e duma constante arbitrária 

É fácil verificar esta igualdade por derivação (o diferencial de 
cada membro da igualdade é igual a dF (x)). 
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$ 2. Quadro de integrais 


Antes de começar a exposição dos diferentes métodos de inte- 
gração, daremos uma lista das primitivas de certas funções elementares. 
Este quadro pode ser obtido directamente a partir da definição 2, 
§ 1, Cap. X, e do quadro das derivadas ($ 15, Cap. lll). (É fácil 
justificar todos os detalhes do quadro por derivação; isto é, pode-se 
verificar que a derivada do membro direito é igual à função a integrar). 


a«+1 
1. | a dr = ~ +C (a — 1). (Aqui e nas fórmulas seguin- 
a+ í 
tes, C designa uma constante arbitrária). 


Ze | Z= Logis] +C. 


3. f sen zdr= — cosx +4 C. 
Í cos z dz = sen z + C. 


9. | Ez = tgr +C. 


COS T 


6. | 2i = — tg x + C. 
sen? z 


| tgxzdr= — Log |cosz| + C. 
{ ctg z dz = Log | sen z | + C. 
| © dr =e 4C. 


a 


10. jr A 
Log a 


141. 


= arc tg x +C. 


a+ 


a — T 


„=> Log 


LC. 


11”. ao : ¿arg 4c. 


a = 
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13. | E arosen a +C. 
Vi — a? 


14. | E =Logla+ Ve Fe + 
Vi +a 


Nota — No quadro das derivadas ($ 15, Cap. III), as fórmulas 
correspondentes ás fórmulas 7, 8, 11”, 12, 13” e 14 faltam. É todavia 
fácil de as justificar por derivação. 

No caso da fórmula 7, temos: 


— Sen z 


(— Log | cos z | = — ————= tg x, 
cos T 
por conseguinte, | tg z dx = — Log | cos x | + C. 
No caso da fórmula 8, 
cos 1 
= == cio z, 
(Log | sen x |) FE g 


por conseguinte, | ctg x = Log | sen x | + C. 


No caso da fórmula 12, 


é 1 ; 
(Los e ) = [Logla +z|—Logla—z|/= 
2a 2a 


a— Tt 


1 [1 4 A 
+ = 


“Da a+r a—a q — q?" 
por conseguinte, [E =21o atra LC 
aa 2a a—i 


Notemos que esta última fórmula resulta igualmente dos resultados 
gerais do $ 9, Cap. X. 
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No caso da fórmula 14, 


(Logz +V? + y= 


ad (+ Êo) -= 
r+Ve2w+a Vora) Vira 


por conseguinte, | = Ene Log l £ + Vr a a? | sE C. 


+a 


Esta fórmula resulta igualmente dos resultados gerais do § 11. 
Poder-se-ia justificar, duma maneira análoga, as fórmulas 11’ e 13”. 
Notemos, todavia, que elas são uma consequência imediata das fórmulas 
11 e 13 que estabeleceremos mais adiante (ver $ 4, exemplos 3 e 4). 


$ 3. Algumas propriedades do integral indefinido 


Teorema — 1. O integral indefinido da soma algébrica de duas 
ou várias funções é igual à soma algébrica dos seus integrais 


Sh (a) + fa(m)] de = $ fı (2) dz + $ fo (2) dz. (1) 


Derivemos os dois membros desta igualdade. Em virtude da 
igualdade (4) do precedente parágrafo, podemos escrever: 


(S [f (2) + fo (£)] dz) = fi (2) + fo (0), 
($ fi (+) de + $ fa (£) da) = 
= ($ fı (x) dx) + ($ fa (2) di) = fı (1) + fofa). 


Assim, a derivada do primeiro membro da igualdade (1) é igu 
à derivada do segundo membro, isto é, a derivada duma primiti 
qualquer do segundo membro é igual à derivada duma função a: 
trária que figura à direita Resulta, daí, em virtude do teorema do $ 
Capítulo X, que toda a função do primeiro membro da igualdade (1) 
apenas difere de qualquer função do segundo membro por uma cons- 
tante. É neste caso que o sentido da igualdade (1) deve ser com- 
preendido. 


Teorema —- 2. Pode-se retirar um factor constante de debaixo do 
sinal soma, isto é, se a = const., então, 


Saf (1) dz = $ f(x) de. (2) 
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Justifica-se esta igualdade derivando os dois membros: 
($ af (2) dz) = af (2), 
(a $ 7 (2) da) = a ($ f(x) dzY = af (2). 


As derivadas destes dois membros são iguais; por conseguinte, 
a diferença das funções que figuram à esquerda e à direita é constante. 
A igualdade (2) deve ser compreendida neste sentido. 

No decurso do cálculo dos integrais indefinidos, é, por vezes, 
útil recordar-se as regras seguintes: 


I Se 
f f (z) dr = F (2) + C, 
então, 


| (az) ar = F (aa) EE) (3) 


Com efeito, derivando os dois membros da igualdade (3), temos: 


(4 f (ax) dx) = f (az), 
(+F) — (Pam > F(a)o= F'(ax) = f (az). 


As derivadas destes dois membros são iguais, c. q. d. 


II. Se 
| f(z) dr = F (2) +C, 
então, 
f F(z + b) dr = F (£ + b) +C. (4) 
HI. Se 
f f (2) dr = F (2) + C, 
então, 


| Hard rar ++. (9) 


Demonstra-se, igualmente, as igualdades (4) e (5), derivando os 
dois membros. 


Exemplo — 1. 
| (223—3senz+5 Y 1) dz = | 213 dz — 
-f 3 senz da + | 9 Vz dr=2 | z3 dr—3 | sen z dz 4-5 | 3 dr = 
ara qe 1 


=2 L—-3(—cos1)+5 +C => xt-3 O: 
3+1 | E 2 3 
2 
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Exemplo — 2. 
1 


Maz Se E cid 3 [2a 


5 
4 5 5H 2 q 
E da È i dr=3 2—45 5 + 
=3 +1 — 5 +1 gyti 
93.5 - 4 a4 
+0=5 y + Y 14 ry T+C. 
Exemplo — 3. 
| gr Logl2+3|+0. 
Exemplo — 4. 
| cos Tz dr = + sen 7z4C. 
Exemplo - — 5. 


| seo (27 — 6) dz = —y cos (21— 6) 4-C. 


$ 4. Integração por mudança de variável 
Seja calcular o integral 
SF (2) dz; 


ainda que não saibamos calcular a primitiva da função f(x), sabemos 
que ela existe. 
Efectuemos neste integral a mudança de variável 


z= (0), (1) 


em que y(t) é uma função contínua, bem como a sua derivada, e 
admitindo uma função inversa. Então, dx = qy'(t)dt; demonstremos 
que neste caso a igualdade 


$ f (2) de= Silo (bl q” (+) dt (2 
é satisfeita. 

Subentende-se aqui que a variável t será substituída depois da 
integração do segundo membro pela sua expressão em função de x 
tirado de (1). 

Para justificar a igualdade (2) neste sentido, basta mostrar que 
as duas quantidades consideradas de que cada uma apenas é definida 
a menos de uma constante arbitrária, têm a mesma derivada em 
relação a x. A derivada do primeiro membro é 


($ f(x) dz) = f (2). 
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Derivemos o segundo membro em relação a x tendo em conta 
que t+ é uma função de x. Resulta da igualdade (1) que = = q" (t) 
e, em virtude da regra de derivação das funções inversas, 
de 4 
de g) 


Temos, por conseguinte: 


; : ; “ dt 
(| TOLO at) =(| sto Ole (o a) L 
= fle Olr O —— =p O= (0). 
q (1) 


As derivadas em relação a x dos dois membros da igualdade (2) 
são pois iguais, c. q. d. 

A função x = p(t) deve ser escolhida de maneira que se saiba 
calcular o integral indefinido que figura à direita da igualdade (2). 


Nota — É, por vezes, preferível escolher a mudança de variável 
sob a forma t = y (x) em vez de x = y (t). Mostramo-lo num exemplo. 
Proponhamo-nos calcular um integral da forma 


percas 
y (1) 
Aqui é cómodo fazer 
y (1) =t, 
entáo, 
y" (2) de= dt, 


ror (de 
| tda P = Log|t| + C = Log| 4 (2)| +C. 


Demos, como aplicação do que precede, alguns exemplos de 
integração por mudança de variáveis. 


Exemplo — 1. | Vsen x cos xdx =? Efectuemos a mudança da variá- 


vel 1 =senx; então, dt = cosxdx e, por conseguinte, | V sen x cos x dx = 
i F 3 
= | Via= | t? a= +0=4 sen? z4C. 
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Exemplo —2. | Sc; =? Façamos t=14-72; então, dt=2zdz e 
z dz aa dt 4 a 
dr 4 dz z 
Exemplo — 3. | aaa | — ia E Façamos rá então, 
| 1+(2) 
dx 1 a dt 1 dt | 
ici [aaa Ipe ~ =] ds 


1 z 
ER arc tg te. 


Exemplo — 4. . Façamos (== : então, 


| dz =>] dz 
VE 


(supomos aqui que a> 0). 


dz 1 a dt dt z 
dz =a dt, r PG rr sent+Ce==arc sen — 4-C 
e | Y a2—a2 4 Vi—e Y 1—12 a 


Demonstra-se, nos exemplos 3 e 4, as fórmulas 11” e 13 do 
quadro de integrais (ver mais acima, $ 2). 


Exemplo — 5. | (Log z)? = ==? Façamos t=Log z ; então, == . 


| (Log x)’ E | t3 n= 40= (Log z)4+ C. 


Exemplo — 6. | ES? Façamos t= z2 ; então, dt—2x dz, f Zs 
1 dt 1 1 
“Ss 21 so = — 2 
9 1+12 2 arc tgt+C > arc tg 134-C. 


O método de integração por mudança de variáveis é um dos 
métodos mais importantes do cálculo dos integrais indefinidos. Mesmo 
quando empregamos um outro método, sucede muitas vezes que se 
deve efectuar uma mudança de variáveis durante os cálculos inter- 
mediários. O sucesso da integração depende frequentemente da nossa 
habilidade em escolher a mudança de variável apropriada que sim- 
plifique os cálculos. Eis porque o estudo dos métodos de integração 
se reduz à determinação da mudança de variáveis a efectuar para 
integrar uma dada função, O presente capítulo é consagrado, em 
grande parte, à resolução deste trabalho. 
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$ 5. Integração de certas expressões contendo 
o trinómio ax? + bx + c 


l. Consideremos o integral 
dx 
dd 
ax“ + br+4c 


Transformemos, primeiramente, o denominador pondo-o sob a 
forma de uma soma ou de uma diferença de quadrados 


2 = b c 
ax a 
i b BY c by 
=0++272+ (7) +2-(%)|- 


Y le 


Tomar-se-á o sinal mais ou o sinal menos, consoante o sinal do 
primeiro membro da relação precedente seja positivo ou negativo, 
isto é, consoante sejam as raízes do trinómio ax? + bx + c complexas 
ou reais. 

O integral 1, pode, pois, ser posto sob a forma 


dx 1 dx 
ho) 2-1) b NY 
(+a) e] 

2a 


Efectuemos uma mudança de variável fazendo 


x + > == dx = dt. 
Temos, então, 
1 dt 
IT, = — 
a | ? + pe 


são precisamente os integrais 11” e 12 do quadro. 
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Exemplo — 1. Seja calcular o integral 


f 272 +874 20` 


Resolução. 
dz 


E | 2722182420 2 | z2 447410 ES 


a dz ai 
E | 122442444104 2 f (1+2) +6 


Façamos a mudança de variável x +2 = t, dx = dt. 
Depois da substituição em /, encontraremos um integral do quadro dos 


integrais 
t 
2 e Bro + m" ve! e 
Substituindo t pela sua expressão em função de x, temos, finalmente: 
1 +2 
arc tg - — 
246 “ya 


II. Consideremos um integral de um tipo mais geral 


1 =| 2242 q; 


I= So: 


az + br4-c 
Ponhamos a função a e sob a forma seguinte 
as + b)+ E — Ab) 
2a 


h=| H qo | 2 da: 
ax + br +c ax + br +c 


Este integral pode ser posto sob a forma duma soma de dois 
integrais e, retirando os factores constantes de debaixo do sinál 


soma, temos 


p=£| 240 j + (9-42) de 


. az + br+c 2a az? + br+ce 


O segundo integral é justamente 7, que sabemos calcular. 
Efectuemos uma mudança de variável no primeiro integral fazendo 


ar + br + c=t, (2ax + b) dz = dt.. 
Por conseguinte, 


Cory dz | 1 HAC=L 
| E — — = Log|t| + oglax? + ba +c|+C. 
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Temos, entáo, finalmente: 
AA A A (a q) L. 
2a 2a 
Exemplo — 2. Seja calcular o integral 


z+-3 
r= | 55 


> 
Utilizemos o processo que acabamos de indicar: 
E 143 7 e—n+(3+52). e 
~ J z2—2r—5 — ( 225 


(22 —2) dz dz o 
5 3325 1+* | 12215 - 


1 
= Log | 12— —2r—5|+4 j ia 
Lg Vo—(z—1) Dre. 
7 Logl=t2e-5 +25 08 [75 
II. Consideremos o integral 
| 
Vaz + bz +c 


Com a ajuda da mudança de variável indicada no ponto 1 deste 
parágrafo reduz-se este integral segundo o sinal de a ou a um 
integral do tipo 


| dt 
Vez Je” 
no caso em que a>0, ou a um integal do tipo 

| dt 

Vie” 
no caso em que a< 0; estes dois integrais figuravam no quadro 
de integrais (ver as fórmulas 13 e 14). 
IV. O integral 
| a dx 
Vaz + beto 
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pode ser calculado com o auxílio de transformações análogas ás 
consideradas no ponto II: 


Ab 
í Az+B "E (a) 
Var? + bzr +c Var? + bz +c 
EA E |- 
Vaz + bz +c Var? + br4c 


Efectuemos no primeiro integral uma mudança de variável, 
fazendo 


ar + br 4+ c=t, (2ax2+ b)dr= dt, 


temos: 
(2ax + b) dx E dt —— 
| Var? + bz +c Ve E 
O segundo integral foi já calculado no ponto MI. 
Exemplo — 3. 
ETE 2 > (2244) +(8—10) 
VAT” E =| Ea V224474-10 E 
5 21+4 dz 
| Y 22+42710 j Viz+32+6 


=5V22442:410—7Log|z4+2+V(kt+392F6|+C= 
=5 V72147410—7Log|z+2+ Vz244410]+C. 


$ 6. Integração por partes 
Se u e v designam duas funções deriváveis de x, sabe-se que 
o diferencial do produto uv é: 
d (uv) = u dv + vdu. 
Integrando-se, obtém-se: 
uv = | u dv + | vdu 
ou 
{f udv =uv — | vdu. (1) 


É o que se chama a fórmula de integração por partes. Utiliza-se 
geralmente esta fórmula para a integração das expressões que podem 
ser postas sob a forma de dois factores u e dv, tais que a procura 
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— ae: erae “PP em 


da função v a partir do seu diferencial dv e do cálculo do integral 
vdu constituem um problema mais simples que o cálculo directo 
integral | udv. A habilidade requerida para efectuar uma escolha 


judiciosa dos dois factores u e dv necessita uma certa experiência que se 
adquire pela resolução dos exercícios. Indicaremos, nos exemplos, como 
é preciso proceder em casos semelhantes. 


Exemplo — 1. Seja calcular | x sen xdx =>". Façamos 


u=zx, dv=senzdr; 
entáo, 
du=dz, v=—cosz. 


Por conseguinte, 


f x sen z dr = — z cos t+ | coszdr=-—zcosz senzW+C, 


Nota — Quando determinamos v a partir do seu diferencial dv, 
podemos tomar uma constante arbitrária, visto que ela não figura 
no resultado final (o que é fácil de verificar, substituindo na igual- 
dade (1) v por v + C). Eis porque é preferível escolher esta constante 
igual a zero. 

O método de integração por partes, emprega-se frequentemente. 
Por exemplo, pode-se calcular com o auxílio deste método os integrais 


da forma 
k k 
( z” sen az dz, | x*cosaz dz, 


ate” dz, (q Log z dz, 


assim como outros integrais nos quais entrem as funções trigonomé- 
tricas inversas. 


Exemplo — 2. Seja calcular | arc tg z dr. Fagamosu=arctgx, dv =drz :; 


então, du= v=z. Por conseguinte, 


dx 
+32? 
| arc tg x dz = z arc tg z — | A+ arc ez Log | 1+x2|+-C. 


Exemplo — 3. Seja calcular | x2eX dz. Façamos u=x2, dv=e* dz; 


então, du = 2z dz, v =e”, 


| x2eX dr -— g2ex-—2 f zer dz. 
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Apliquemos de novo a este último integral o método de integração 
por partes, fazendo: 


u =T, du; =dz, 
dvi =e* dz, vi =e". 
Então, 


| ze? dz -= xex— | e% dr = ze% —e®¥ 4C, 
Temos, finalmente: l 
| r2eX dr — ze” —2 (zer —eY) + C= 22e* —2x1e% + 2e* + C=e* (12— 217 +2) +C. 
Exemplo — 4. Seja calcular | (x24-7z— 5) cos 2z dz Façamos u=-23-- 


— ix— 5: dv=cos 2z dz ; então, 


sen 2z 


du= (2147) dz, v= y 


| (124 T1—5) cos 2z dz =: (12 +7z— 5) qa =f (2z+7) tem 22 jz 


Apliquemos o método de integração por partes a este o integral 


fazendo u= dx 


, dv, = sen 2r dz $ então, 


2 
du y EE dz, Uy = — cos éz , 
2 
21-17 2147 cos 2x cos 2x 
| 3 sen 21 dz =- > (— 3 )- f (- > ) de= 
2x +-7) cos 2 sen 2 
o — CETT cos da “+ tC. 


Donde, em definitivo: 


/ 


| (224725) cos 2a de= - (224775) E | (2 + ip 


4 
Exemplo — 5. I= | y a2— z2 dr =? 


Multipliquemos e dividamos a função a integrar por /a3— 23: 


A 2 r2 2 
(vaa dr= | SE Z o drm | E Z Rd 


I Va?— zr? Vaca | Vai z? — a 


zdz 
Va?— zr? l 
Apliquemos a este integral o método de integração por partes, fazendo 
u=x, du=dz, 


z dz 
dv = —_—— , V= V a?— zr? ,: 
Va— zr? 


T 
= a? arc sen PU xz 
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então, 


a? dz zx dz ——— 
' E gaga AO — 22 2. 72 
Vala =| E xz Y al—zx +( Y a2— 22 dz. 


Substituindo este resultado na expressão que acabamos de obter ante- 
riormente pelo integral procurado, determinamos 


| T AS A 
| Y a2— z2 dz=a2 arc sen q TE Va z— | Vai— a dz. 
Efectuando certas transformações elementares evidentes, temos, finalmente: 


A, 2 A 
| Y a2—z3 de= arc sen 245 Vazio. 


Exemplo — 6. Calcular os integrais 


l= | e1% cos bz dz et h=) eºX sen bz dz. 


Aplicando o método de integração por partes ao primeiro integral, tem-se: 
u=e"*, du =ae"*, 


dv = cos bz dz, p= sen bz, 


| eºX cos bz dz = eºx sen be $ | e“X sen bz dz. 


Apliquemos de novo o método de integração por partes a este último 
integral: 


u=e"*, du—=aer*, 


dv= sen bz dz, v= — cos bz, 


| eºX senbz dr = + eX cos be | eF cos bz dz. 


Substituindo a expressão obtida na igualdade precedente, temos: 
ax dat ax sen bz A eax b ae ax b 
e os =3 e + cos t— eºX cos bz dz. 
Deduzimos I, desta igualdade: 


2 
(1+37) | e9% cos br dr=e"* (+ sen bat cos bz) + C+, 
donde, 


cão eex (b sen bx+ a cos bz) 
1, = | e° cos bz ESE e 


Obtém-se, do mesmo modo: 


a 


ex (a sen bz — b cos bz) 


21413 gd 


= | eax sen bz dr— 
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$ 1. Fracções racionais. 
Fraccóes racionais elementares e sua integração 


Como vamos ver, náv são todas as funções elementares que se 
integram com a ajuda de funções elementares. Eis porque. é muito 
importante definir as classes de funções cujos integrais podem ser 
expressos com o auxílio de funções elementares. Entre estas classes, 
a mais simples é a das funções racionais. 

Toda a função racional pode ser posta sob a forma de fracção 
racional, isto é, sob a forma de quociente de dois polinómios: 


Q(z) _ Bor” + Be’ p.. HBn 
o) A HA pH An 


Podemos supor, sem restringir a generalidade, que estes polinó- 
mios não têm raízes comuns. 

Se o grau do numerador é inferior ao do denominador, diz-se, 
então, que a fracção é regular no caso contrário diz-se que ela é 
irregular. 

Se a fracção é irregular, dividindo o numerador pelo denominador 
(segundo a regra de divisão dos polinómios), pode-se representar a 
fracção inicial como a soma dum polinómio e duma fracção regular: 


Q(z) _ Fœ 
M (x) +2 
f(x) fa) 
em que M(x) é um polinómio e o E , uma fracção regular. 
Exemplo — 1. Seja A3 
124214 


uma fracção racional irregular. 
Dividindo o numerador pelo denominador (segundo a regra de divisão 
dos polinómios), temos: 
TS oO dd 4x— 6 
è z2? — dx A L47 


A integração dos polinómios não representam nenhuma dificul- 
dade, o nosso trabalho consiste, então, em integrar as fracções racionais 
regulares. 


Definição — As fracções racionais regulares do tipo: 


I. 


9 


Uv— aq 


A i i o oe 
E a (k é um número inteiro positivo > 2). 


25 
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pd izes do denominador sã i 
Epia (as raízes do denominador são complexas, isto é, 
2 
7 —4<0), 
Axr+B 


IV. tpr ra (k é um inteiro > 2; as raízes do denominador 


são complexas) chamam-se, respectivamente, elementos simples de 
tipcs I, lI, Ml e IV. 

Demonstraremos, no parágrafo 8, que toda a fracção racional 
pode ser posta sob a forma de soma de elementos simples. Por esta 
razão, consideraremos primeiro; os integrais dos elementos simples. 

A integração dos elementos simples de tipos I, II e III não 
apresenta grandes dificuldades, eis porque integramo-los sem dar expli- 
cações detalhadas: 


I. | 2 dx= A Log|z —a| + C. 


xz — a 


A e 
II. | 14 | e—a * da = 


—k+1 A 


EST Aea 


Cheb T 


2 
É +pz+q 
-4 (tea 0 E 
232 4+pr+3 2/3 4pr+9 


— A togla pe al +( —4p) x 


2 
A 
x | — EA Losi + pe tal + 
(+2) +(1-%) 
2B — Ap 21 + p 


== are tg ——— + 
V4g — p? V4g — p° (ver $ 5). 
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A integração dos elementos simples do tipo IV está ligada a 
cálculos mais complicados. Seja calcular um integral: 


| Azx+B 
) (22 + pro 


Efectuemos as transformações: 


A Ap 
dem + (8-22) 
| EEE ar ¡E 


(1 + pa +q)? (2º + pa +q) 
-4| 2 2r +p ¿de (B — a) [E 
2 J (2 +pr+q) (+ pr+ 


O primeiro integral pode ser calculado por uma mudança de 
variável pondo z? + px + q = t; (2x + p) dr = dt: 


—h+ 
(2H do =| fita E +C= 
(2º + pa + 9) t 1—k 


1 
AA A 
Yer 


Chamemos /, ao segundo integral e ponhame-lo sob a forma 
dz 
(t + pz +9) 
dx o E dt 
E FRA p AT) eT 
E) 


em que se fez 


” 


2 


+=, dx= dt, q— =m 


(por hipótese, as raízes do denominador sáo complexos e, por conse- 


guinte q — D > 0). 


Procedemos, em seguida, da maneira seguinte: 
442 A z 
n= dt p=4 | Etm Cs 
(* + mê) mid (+m) 


a TN O 
e m? (t? E my? m? (t? 4 m?) ` 
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Transformemos este último integral: 


| tdt = | ta, ttd 
(Ermo) (Pm 


a lt”) 


Integrando por partes, obtemos: 


| dt 4 lt. 5) 
Em 2 (Ermo demo 


Substituindo esta expressão na igualdade (1), temos: 
dt | dt 
5] amp mi) a 


44 1 | t o | dt | 
m? 2 (k = 1) (1? + mt 1 (t? + mt 1 Ea 
= t 2k — 3 | dt 
2 (k— VEEM 2m (k—1)} (C+ m 


O integral que figura no segundo membro é do mesmo tipo 
que [, com a diferença de que o grau do denominador da função 
a integrar é duma unidade inferior (k — 1); então, exprimimos /, 
em função de /,._,. 

Aplicando, sucessivamente, este processo chega-se ao integral 
conhecido: 

A +c 
Am m m 


Substituindo em seguida t e m pelas suas expressões correspon- 
dentes em função de x, obtém-se a expressão do integral IV em 
função de x, A, B, p, q. 


Exemplo — 2. 


z—1 Mi tin dr 
rara é a E 
1 dz 
o f EPA- E [ars 
4 1 


2 (22 FS eran 
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Façamos neste último integral x+1=f: 

dx lÍ dr = a (12 + 2) — 12 di 
rar) o | EFE] CAS 


O arct A A 
T2 Jey z) et ya am 2) EF: 


Consideremos, agora, este último integral: 


y Bd td (124-2) 1 1 a 

| (t2 2)2 pe dl al a ( t2+2) )- 
bo, | me t NR | t 
gta) ep RD a 


v2 


(é inútil juntar uma constante arbitrária; escreve-la-emos na expressão defi- 
nitiva). Por conseguinte, 


lar. - 
2 1 arctg HA SI +1 +E]. 


2 V2 y2 2713 + 3 Zi are tg v 
Temos, finalmente: 
I—A E +2 y2 +4 
f Tapa > -z243 4 mete v2 +C. 


§ 8. Decomposição das fracções racionais 
em elementos simples 


Demonstremos que toda a fracção racional regular pode ser 
posta, e isso duma só maneira, sob a forma duma soma de elementos 
simples. . 

Seja: 

F (2) 


f(z) 


uma fracção racional regular. 

Suporemos que os coeficientes dos polinómios que a compõem 
são reais e que, além disso, a fracção é irredutível (isto é, que o 
numerador e o denominador não têm raízes comuns). 


Teorema — |. Seja x=a uma raíz múltipla de ordem k do 
denominador, isto é, f(x) = (x — a)" f, (x), em que f, (a) £0 (ver $ 6. 
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Cap. VID; a fraccáo regular o pode, então, decompor-se numu 
x 
soma de duas fracções regulares du seguinte maneira: 
F (x) A F, (2) 4 
AAA LA (1) 
fa) (x—-a (z—a) filz) 


em que o coeficiente A é diferente de zero e F,(x) é um polinómio 
de grau inferior ao do denominador (x — a)¥—' f, (x). 


Demonstração — Escrevamos a identidade 


fa (a: (—a*f (a) i 


(esta tem lugar qualquer que seja A) e determinemos A de modo 
que o polinómio F (x) — Af, (x) seja divisível por x — a. Em virtude 
do teorema de Bezout, é preciso e basta que a igualdade 


F (a) — Af, (a) =0 


seja verificada. Como f, (a) 40, F (a) 4 0, pode-se determinar 4 duma 
maneira unívoca a partir desta igualdade com 


LOL, 
f, (a) 


Para um tal 4 temos 
F (x) — Af, (1) = (x — a) F (2), 

em que F,(x) é um polinómio de grau inferior ao do polinómio 
(x — a)" tf, (x). Simplifiquemos a fracção na fórmula (2) dividindo o 
numerador e o denominador por (x — a). Obtemos, então. a igualdade 
procurada (1). 

Corolário — Pode-se aplicar um raciocínio análogo à fracção racio- 
nal regular 

Fi (2) 


(z — a) fi (2) 


que entra na composição da igualdade (1). Assim, se o denominador 
da fracção tem uma raíz múltipla x = a de ordem k, pode-se escrever: 


Flix . A A Ápr- Fp (z 
CAE A E E OBD Dr E R 
f(x) (r—a  (z—a) ra filz) 
em que Fr kr) é uma fracção regular irredutível. Pode-se aplicar o 


teorema que acabamos de demonstrar a esta nova fracção, se fi (x) 
tiver outras raízes reais. 
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Estudemos agora o caso em que o denominador tem raízes 
complexas. Lembremo-nos, primeiramente, que as raízes complexas dum 
polinómio de coeficientes reais sáo conjugadas duas a duas (ver $ 8, 
Cap. VID. 

Na decomposigáo do polinómio em factores reais, a cada par 
de raízes conjugadas corresponde uma expressão da forma x? + px + q; 
se as raízes complexas conjugadas são múltiplas de ordem p, a 
expressão correspondente será (z? + pz + q)". 


Teorema — 2. Se f(x) = (x? + px + q)” y, (x) em que o pa 
F (a) 
f(x) 
pode ser representada pela soma de duas fracções regulares da maneira 
seguinte 
F(z)  — Mr4N 0D, (x) 
Ha) (tp) (+per +a" eia) 


p1 (x) não é divisível por x? + px + q, a fracção racional regular 


(3) 


em que (x) é um polinómio de grau inferior ao do polinámio 
(x? + px + q) e, (x). 


Demonstração — Escrevamos a identidade 


F(x) _ F (2) 
fo (Proto a(o | 
_ Mr+N F (x) — (Mx + N) q, (2) (4) 


(Pepi (2 +pr +a" g (2) 
que tem lugar, quaisquer que sejam M e N. Determinemos M e N 
de modo que o polinómio F (x) — (Mx + N) q, (x) seja divisível por 
x* + px + q. Para isso, é preciso e basta que a equação 
F (1) — (Mz + N) q, (2) = 0 


tenha as mesmas raízes a +iß que o polinómio x? + px + q. Por 
conseguinte, 


F (a. + ip) — [M (a + iP) + N] q, (a + ip) = 0 


ou 


F (a + ip) 
M (a + N=—" DL. 
dis Pı (a + ¿B) 


F 
Mas Aa é um número complexo, bem determinado, que 
pa (a + ip) 
se pode pôr sob a forma K +iL, em que K e L são números reais. 
Assim, 


M(a+iB)+N=XK+ iL; 
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donde 
Ma + N =K, MB =L 


ou 
Mat yN—ABb=Lta 
B B 


Se se escolherem os coeficientes M e N desta maneira, o polinómio 
F (x) — (Mx + N)p (x) terá por raíz a + iß, e, por conseguinte, a 
raíz conjugada a — iß. Assim, este polinómio é divisível exactamente 
por x— (a + iB) e x— (a — i8), e, por conseguinte, pelo seu produto, 
isto é, por x? + px + q. Designando o quociente desta divisão por 
$, (x), obtemos: 


F (1) — (Mz + N) q, (2) = (2º + pz + q) D, (2). 


Simplificando por x? + px + q a última fracção da igualdade (4). 
deduzimos a igualdade (3), e é claro que +, (x) é um polinómio de 
grau inferior ao do denominador, c. q. d. 


Aplicando os teoremas 1 e 2 à fracção regular FO , determinam-se 


todos os elementos simples correspondentes às raízes do denomi- 
nador f(x). Podemos, então, enunciar a proposição seguinte. 


Se 
Ho=(— a (z — b)! . .. (° + pr +9)". 
... (x° lr + s7, 

a fracção Ta pode ser decomposta da maneira seguinte: 
FO A A Aa- 
fx)  (2—a)” aa ee r—a e 

AB By Be- 
tey Ra ge 
Ad pe e RE Para Ara a 
(Pep (Pepo 
Myt + Num Px+Q E 
Pp o (Pd las 
dE Px + Qo poe E Qu-1 


(eirp plr +s o 
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Podem-se determinar os coeficientes 4, 4,, .... B, B,, ..., tendo 
em conta as considerações seguintes. A igualdade (5) é uma identidade, 
por conseguinte, se reduzirmos estas fracções ao mesmo denominador, 
teremos nos denominadores à direita e à esquerda polinómios idên- 
ticamente iguais. Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, 
obtemos um sistema de equações para determinar os coeficientes des- 
conhecidos A, A, .... B, B, ... 

Podemos, igualmente, determinar estes coeficientes tendo em 
conta a nota seguinte: os polinómios que se obtêm à direita e à 
esquerda da igualdade após redução das fracções ao mesmo deno- 
minador devem ser idênticamente iguais, por conseguinte, os valores 
destes polinómios são iguais qualquer que seja o valor de x. Dando 
a x certos valores concretos, obtemos as equações necessárias para 
determinar os cceficientes. 

Assim, demonstramos que toda a fracção racional regular pode 
ser posta sob a forma duma soma de elementos simples. 


2 
Exemplo — Seja decompór a fracção-— +2 em elementos simples. 


CFD E 
Em virtude da fórmula (5), temos: 
z2 4+2 A B 
coa er er oea 
Reduzamos ao mesmo denominador comum as fracções e igualemos os 
numeradores. Obtemos: 
1242=4 (22441 (241) (22442 (1+1)? (2-234+B (2413, — (6) 
ou i 
2242=(42+B) 234+ (41 +3B) 2? +(4— A, —342+3B) 24 
+(—2A4A—24,— 24+ B). 
Igualando os coeficientes de x3, x?, x!, x°, obtemos um sistema de 
equações para determinar os coeficientes: 
0=A2+B, 
1í=A1,+3B, 
0= A— A1—34+3B, 
2= —24— 241 —249+B. 
A resolução deste sistema dá: 
1 2 A Y 
= — Í; di=> h= — 9" B= q: 
Poder-se-ia. igualmente, determinar certos coeficientes a partir das equa- 
ções que se obtêm da igualdade (6) que é uma identidade em x, dando à 
variável x certos valores particulares. 
Assim, fazendo x = — 1, obtemos 3 = — 34 ou A = — l; fazendo x=2, 


a 


obtemos 6 = 27B; B = > Se juntarmos a estas duas equações duas outras 


obtidas igualando os coeficientes das mesmas potências de x, teremos quatro 
equações a quatro incógnitas para determinar os coeficientes. Temos, finalmente, 
a decomposição: 
1242 a 1 1 = 2 SE S 
et E-J Ep Taça DEID IE * 
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§ 9. Integração das fracções racionais 


Seja calcular o integral da fracção racional s, isto é, o integral 
T 


(20 a 
f (z) 

Se a fracção dada é irregular, pomo-la sob a forma duma soma 
dum polinómio M (x) e duma fracção racional regular F (2) (ver § 7). 

F(x) f(x) 

Pomos, em seguida, a fracção Fin sob a forma duma soma de 
elementos simples (ver (5), $ 8). Assim, a integração duma fracção 
racional arbitrária reduz-se à integração dum polinómio e de vários 
elementos simples. 

Vimos, no $ 8, que estes elementos simples eram definidos pelas 
raízes do denominador f(x) Os diferentes casos são possíveis: 


1.º caso — As raízes do denominador são reais e diferentes, isto é, 


f (x) = (1 — a) (z — b)...(x— d). 
F (x) 


Neste caso, a fracção Fa) decompõe-se em elementos simples 
do primeiro tipo: 
F (x A B D 
o ++, 
f(x) t—a v—b r—d 
e, entáo, 
F 
| (O qo | 2 d+ | de ++ dx = 
f (x) r—a xr — b = 


= Á Log|z — a| + B Log|zr — b| +... 
... + D Log|z—d| +C. 


2.º caso — As raízes do denominador são todas reais, mas algumas 
são múltiplas: 


f (£) = (z — a (z — b}? . . . (x — d$. 


Neste caso a fracção F (2) pode ser decomposta em elementos 


simples dos tipos 1 e HI. 


Exemplo — 1. (Ver exemplo no $ 8, Cap. X). 


2H ge PUE EEN | 
o t=] ia +3) GFI 9 + 


2 dz 4 1 | 2 
+3 ad ~g Loglz+ t+ 


2 2z— 
+3 Loglz—2|+0=— gip + Log | E ro. 


3.º caso— O denominador tem raízes complexas simples (isto é, 

diferentes): | 
f (x)= (x° + pz + q) ("+ lx3+s5)...(r—a)...(1—dp, 

Neste caso, a fracção E) decompõe-se em elementos simples 
dos tipos I, II, III. 

Exemplo — 2. Seja calcular o integral 

| ` zdr. 

Decomponhamos a fracção que figura sob o sinal de integração em 

elementos simples (ver (9), $ 8, Cap. X. 


z _Ar+B, C 
(1244) (24) — r—i ` 
Por conseguinte, 


=(Ar+B) (1—1) +C (2241). 


4 
Fazendo x= 1, obtemos: 1=2C, C= 
4 
Fazendo x = 0, obtemos: 0=— B+C, B=-7. 
Igualando os coeficientes de x?, temos 0 =A +C, donde A = -5 ; 
Assim, 
zdz + A, siega f dx ye 

| (1241) (=D — A dl +y z—1 

=" 4 dr, +7] > 

== lar 21 2 3 -ar t g— 


= Log | z241 += are tg +51 Log |z— 1I|+4C. 
4.º caso — O denominador comporta igualmente raízes complexas 
múltiplas: 
f (2) = (z? + px + ga + las... (£ — a... . (£ — d}. 
Neste caso, os elementos simples do tipo IV entram também 


na decomposição da fracção E . 
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Exemplo — 3. Seja calcular o integral 


si maes Ra 
aa 


Resolução — Decomponhamos a fracção em elementos simples: 


1344134 1432 | 12748 Ar B Cr— D E 
(24243 AD Apart (7224-273) + +41 ” 


134-4434 1724 127 48= 
= (AT +- B) (2 1)4+(C24D) (2242243) (14-494 E (22422 4-3)2. 


Combinando os dois métodos dados para a determinação dos coeficientes, 
obtemos: | 


A=-1, B- —1. 0-0, D=0, E. 
Tem-se assim: 


ai = 2—1 def de _ 
AA EI CJ) 41 
+2 V2 z+i . A 
Camera 4 A Log | z-- 1 |+C. 


Calculámos, no exemplo 2, $ 7. Cap. X, o primeiro integral do segundo 
membro. O segundo integral pode ser” calculado imedia.2mente. 


Resulta do estudo efectuado que o integral duma função racional 
qualquer pode ser expressa por funções elementares em número finito: 


1) por logaritmos, se os elementos simples são do tipo I; 

2) por funções racionais, se os elementos simples são do tipo II; 

3) por logaritmos e arcos tangentes se os elementos simples 
são do tipo I; 

4) por funções racionais e arcos tangentes se os elementos sim- 
ples são do tipo IV. 


$ 10. Método de Ostrogradsky 


Pode-se empregar um outro método para calcular o integral 
duma função racional quando o denominador tem raízes múltiplas. 
Este método é muito mais simples: ele permite isolar a parte racional 
do integral sem decompór a fracção em elementos simples e, em seguida, 
integrar uma fracção racional cujo denominador só tem raízes simples. 
A integração de uma tal fracção não apresenta nenhuma dificuldade, 
visto que ela pode ser decomposta em elementos simples dos tipos I 
e III Este método é devido ao célebre matemático russo M. Ostro- 
eradsky (1801-1861) e é baseado nas considerações seguintes. 
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Seja integrar uma fracção racional regular q, em que 
x 


f (2) = (z — a)* (z — b)?. . . (14 pz +q)". . . (2° + lz + s)”. 


Neste caso, em virtude da fórmula (5), $ 8, a operação reduz-se 
simplesmente à integração de elementos simples dos quatro tipos con- 
siderados (ver § 7). Mais: 


A é 


1) O integral duma fracção do tipo _%_ 
(r— aj! 


A” 


uma fracção 


do tipo 2... 
ii (1—aye1 ’ 
2) O integral da tracção ZIN é uma soma de fracções 
f M*x + N* E + pe q E , 
do tipo Porra em que p*< p— 1, e dum integral do tipo 


[ Nº 
t? + pr+q 

Deixemos de lado, por momentos, a integração das fracções de 
tipos 1 e II. 

Adicionemos as fracções racionais que se obtêm após integração 
das fracções dos tipos II e IV; deduzimos uma fracção racional 
regular do tipo To , em que o polinómio Q (x) é igual a 

Q (z) = (z — a (r—bP... 


(2 + pz +g)". .. (2 + lz + s). 
Y (x) é um polinómio cujo grau é inferior em uma unidade ao 
grau do polinómio Q.' 
Adicionando os integrais de todas as fracções dos tipos 1 e HI 


N+** 
compreendidos os integrais do tipo | -—=———— dz, obtidos por inte- 
(comp s integ PO A prq po 
gracáo de elementos simples do tipo IV), deduzimos o integral duma 


X (2) 


fracção regular do tipo TESE em que P(x) é um polinómio, 


P (x) = (x — a) (z — b) . . . ($? + pz +q) . . . (2? + lz + s). 


398 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Assim, determina-se que 


IEA 
er co JP” (à) 


X (x) é um polinómio cujo grau é inferior em uma unidade, à 
do polinómio P (x). 

Determinemos agora os polinómios X (x) e Y (x). Para tal deri- 
vemos em relação a x cs dois membros da igualdade (1): 


F(z) _ QYr—QY, X 
f(x) Q? P 
ou 
HOY foOQY , fax 
F (x) = — — 1—1 4 On. 2 
(2) 7 F w (2) 


Mostremos que a expressão que figura à direita é um polinómio. 
Lembremos que f(x)= PQ; por conseguinte, podemos pôr a iguál- 
dade (2) sob a forma 


e PRY 
F (x)= P} =e PO (25 
: a PQ'Y / 
Resta-nos, então, provar que a expressão — “0. é um poli- 


nómio ou que PQ” é divisível por Q. Notemos para isso que 


E) == [Log Q] = [tz — 1) Log (x — a) + (B— 1) Log (z — b) +... 


+ (up — 1) Log (t +pr +4) +... 
-+(v AN ¡cd MN Li MAA 


r—a z—b 
MDF, M—DFD 
1" +pr+q + lr +s 
O polinómio P será o denominador comum das fracções que 


figuram no segundo membro. O numerador será um polinómio de grau 
inferior ao de P. Designemo-lo por T. Assim, 
Q T 


Q P` 
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Por conseguinte, a expressão 


plLy-ply>ry 
Q P 
é um polinómio. A igualdade (2 torna-se, então, 
F(x) =PY'-— TY + QX. (3) 


Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, obtemos 
um sistema de equações de onde determinamos os coeficientes des- 


conhecidos dos polinómios X e Y. 
Exemplo — Seja calcular 
1 
| 17 dz. 
Resolução — Neste caso 


f (2) =(1—4)? (12 + z+ 1)2, 
P (2) =(2—1) (127+-12+1)=13—1, 


Q (x) = =1x3— 1. 
A igualdade (1) transforma-se, então, em: 
dx _ Ar24 Brx4C Et FI4G } 
(¿8 sa | E e (4) 


Derivemos os dois membros desta igualdade; temos: 


1 (234)(Q424+B)—(Ar24 Bx+C)322 Ext Fr+G 
(1 O (231)? E = 


donde 
1 =(13— 1) (24724-B)— (Az? + Bz4-0)3272 + (23-—1) (Ez2 + Fz4-G). 


Igualemos os coeficientes das mesmas potências de x. Obtemos um 
sistema de seis equações para determinar os coeficientes A, B, C, E, F, G: 


0-E, 0= 3C — E, 
0=— A +F, 0= — 2A —F, 
0= —2B +G, 1= —B—G 
A resolução deste sistema dá-nos: 
E=0, A=0, C=0, B=—+, F=0, G= -$ ; 


Substituamos os valores achados dos coeficientes na igualdade (4). Temos: 


1 A 2 
dz 3 3 
| (18 —4)2 | z3— i1 e 


y 
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O denominador deste último integral só tem raízes simples, por con- 
seguinte, a integração não apresenta nenhuma dificuldade e temos, finalmente: 


dz —z 9 9 9 
[eps +] [E SEE ju 
2 
= =3e)5 Los |z—1 I+- Log (124 24-1)4 
+ 2 vs arc tg Eca o, 


v3 
$ 11. Integração das funções irracionais 


Não é sempre possível exprimir o integral duma função irracional 
qualquer com o auxílio de funções elementares. Vamos estudar, neste 
parágrafo e nos parágrafos seguintes, as funções irracionais cujos 
integrais podem ser reduzidos por mudança de variáveis apropriadas 
às funções racionais que sabemos integrar. 


m r 
I. Consideremos o integral | R E Da sa) dx,em que R 
é uma função racional dos seus integrais (*). 
Seja k o denominador comum das fracções ™ , ...., £. 
- n s 


Efectuemos a substituição 
r=t", — di=kt "dt. 


Cada poténcia fraccionária de x pode, entáo, ser expressa por 
uma potência inteira de t, e, por conseguinte, a função a integrar 
transforma-se numa função racional de t. 


Exemplo — 1. Seja calcular o integral 
1 


f de 


Zt 44 


m T 
(*) O símbolo R(z, 2” ,...,zº) indica que se efectua, únicamente, 
operações racionais sobre as quantidades de z, z™/”, ... 2/8 
m 
a+ bynm e 
Os símbolos R (z, (+) š ...) ». R(z, Vaz? + br -- c), 
R (sen x, cosx), etc., que empregaremos adiante, devem ser interpretados da 


mesma maneira. Por exemplo, R (sen x, cosx) indica que se efectua operações 
racionais sobre senx e cosx. 
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Resolução — O denominador comum das fracções > e > é 4. Façamos, 


por conseguinte, x = 1º, dx = 4% dt; então, 


z? dz t2 ¿5 t2 
— == 3 = = — —. = 
|] agree | agram f (e) 


zt+1 
=4 pas | 55 TE = A T EE 
BFA 3 3 
3 3 


=4 [zf —Log|2%+1]]+0. 


Il. Consideremos agora os integrais do tipo 


pal (eg EEF] 
cr +d cr +d 


Efectuando a mudanca de variável 


EO 

cr +d f 
reduz-se este integral ao duma fracção racional em que k designa o 
denominador comum das fracções — ás L, 


Exemplo -- 2. Seja calcular o integral 


VR 


Resolução -— Façamos x+4=1?, x= —4, dx=2t dr; então, 


| Vetá go £ pdt=? | (+55) di=2 | dt +8 [&- 


z] Vzi+4-2 

: = Vzi+4+2 
$ 12. Integrais do tipo | R(x, Var + bx + 0) dx 

Consideremos o integral 

(R(z, Var + bz + o) dr. (1) 


Este integral pode ser reduzido ao duma função racional pelas 
substituições de variáveis de Euler 


26 


=2t + 2 Lop: -+C=2 Y 1+4+2Log 


+0, 
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l. Primeira substituição de Euler. Se a > 0, faz-se: 
Var + bx + c= +Var+t. 
Tomemos, para fixar ideias, o sinal mais antes de va. Então, 
ar” + br ca + 2Vazt+ E 
donde x é definido como uma função racional de t: 


no Be 
b—2Vat 


(dx é também uma função racional de f), por conseguinte, 


T 


2 
A dd 
b— 2tVa 


isto é, que Vaz? + bz + c € reduzida a uma função racional de t. 
Visto que Vaz? + bx +c, x e dx se exprimem por funções 


racionais de t, o integral (1) é, pois, reduzido ao duma função 
racional de t. 


Var + bz + c = az+t=Va 


Exemplo — 1. Seja calcular o integral 


| dz 
V 240 Í 
Resolução — Visto que aqui a = 1 > 0, fazemos Vz2F¥FC= —z + t ; então, 


z2 + C= z2 —2rt + t2, 


donde 
_t3—C 
2 
Por conseguinte, 
12 C 
dz = JE dt, 
t2—C t24C 
2 = — == E a 
V2+c z+t z 
Voltando ao integral inicial, temos: 
2 
dz 2t3 dt SS 
— == —_ me “2 — — a = 2 
lv |] Ptos 1t1+ 01 =Logl24+ VA FO + C 
2t 


(ver a fórmula 14 do quadro de integrais). 
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2. Segunda substituição de Euler. Se c > 0, fazemos: 
Vaz + br c=zt+ Ve; 


então, 


ar + bz + c= rt + 2st Ve +c 


(tomamos, para fixar ideias, o sinal mais antes da raíz), donde x 
é definido como uma função racional de t: 


2 Vet— o 
af 
Visto que dx e Vaz?4br + cse exprimem igualmente por 
funções racionais de t, então substituindo os valores de x,/ ax? + br + c 
e de dx em função de 1 no integral | R (x,V ax? + bx + c) dz reduz-se 
este último ao integral duma função racional de t. 


Exemplo — 2. Seja calcular o integral 


í (1—-Viti+a)”, 


2 Vi4z+2 
Resolução — Façamos V1 +1+4+12=211+1; então, 
2t— 1 212 —2t +2 
2— 7212 ; otee h _ ttit ti ii. 
1412412221824 21141; z IR? dr = (DOR dt; 
2 — 
VitzTa- stis EE, 
1—Vi+r+122= == . 


Substituindo as expressões assim obtidas no integral que desejamos calcular 
obtemos: 


[ (1— Vitr) p f (284 1)2 4—1)? (1— 12) (2—2 +2); 


=+2 | re 3 dt +-C= — 2t + Log Su Al = 
a(Vi4z4+22—1) Ya 
Pa a ARS E EPA L A  _ > A C= 
z PARN CVa e 


Aee EEN rogle VIFF +1il+c. 


3. Terceira substituição de Euler. Sejam a e f£ as raízes reais 
do trinómio ax? + bx + c. Façamos: 


Var + bzr +c=(z—a)t. 
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Comoaz* + bz + c = a (x — a) (x — B),resulta: 


Va (z — a) (z — B) = (z — a) t, 
a(z — a) (z — p) = (z — af, 
a(e—P)=(2—0)t; 
x exprime-se, então, por uma função racional de t: 
ab — at? 
a—t? 


XT == 


Dado que dx e Vaz? + bx + csão igualmente funções racionais 
de t, O integral considerado, reduz-se, por consequência, ao duma 
função racional de tf. 


Nota — |. A mudança de variáveis indicada na terceira substi- 
tução pode ser aplicada não somente quando a < 0. mas também 
quando a > 0, se sômente o trinómio ax? + bx + c tiver raízes reais. 


Exemplo — 3. Seja calcular o integral 
dz 
| VA +34 
Resolução — Como 124 31—4= (1+4) (x—41) façamos 


V (170 (—1)=(1+9t; 


(1+4) (1—1) =(14+-4)2 2, z—1i=(244) 22, 
Aq AO dt 
~ 4—4? ’ ~ (1— £3)2 


V (1+4) (1 — 1) = e at] Sie 7 


Voltemos ao integral considerado; temos: 


então, 


dz 10t (1—12) o ad o 
| =) as e ja teto ção | te 
uv VV 

=F4 T+4+ YAA 
= —— | +C =L C 
E VE [ya va |" 
E +4 


Nota — 2. Notemos que as substituições de variáveis de Euler 
indicadas nos casos 1 e 3 bastam para que o integral (1) seja reduzido 
ao duma função racional. Com efeito, consideremos o trinómio 
ax? + bx + c. Se b? — dac> 0 as raízes do trinómio são reais, e 
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estamos, pois, em presença do caso 3. Se b — 4ac <0, temos, 
neste caso 


ar + bz + c= ¿[az + b) + (4ac — b^] 


e, por conseguinte, o sinal do trinómio coincide com o de a. Para 
que Y az? + bz + c seja real, é preciso que o trinómio seja positivo 
e, partindo daí, que a> O. Estamos, então, em presença do pri- 
meiro caso. 


$ 13. Integração dos binómios diferenciais 
Chama-se binómio diferencial à expressão 
zx” (a + bx”)? dz, 
em que m, n, p, a, b são constantes. 
Teorema — O integral do binómio diferencial 
Vx” (a + br") dz 


pode ser reduzido, se m, n, p forem números racionais, ao integral duma 
função racional, e, por conseguinte, pode sèr expresso com o auxílio 
de funções elementares, nos três casos seguintes: 


1) p é um número inteiro (positivo, negativo ou nulo); 


2) fi é um número inteiro (positivo, negativo ou nulo); 
n 
m+1 ; , Sara o A 
3) S +p é um número inteiro (positivo, negativo ou nulo). 


Demonstração — Façamos a mudança de variável 


Então, 


q(p=-1 
[rior aL: n è — (a+ bz)? dz = 


n 


a | AAA (1) 


n 
em que 


m+1 


—— 
o? CT, 
re 
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l. p é um número inteiro, sendo q um número racional; 


designemo-lo por Z. O integral (1), é, então, da forma 
S 
a 
(R(zs, 2) dz. 


Indicámos no $ 11, Cap. X, que um integral deste género 
pode ser reduzido ao integral duma função racional pela mudança 
de variável z = t’. 


f | m>+ 
2. m-+1 é um número inteiro. Entáo, q SHA l é também 
n 
rã : ; À ? 
um número inteiro, p é um número racional, pois, p = má O integral (1) 


está pois, reduzido a um integral da forma 


SR[Z, (a+ bajo] dz. 


Estudámos os integrais deste género no $ 11, Cap. X. Pode-se 
reduzi-lo ao integral duma função racional, fazendo a + bz = tu. 


3. n+t + p é um número inteiro. Mas, então, ntt I+p= 


=q + p é também um número inteiro. Transformemos o integral (1): 
p 
| 2º (a + bz)? dz = | got P (=) dz, 
Z 


Su _k À À 
em que q +p é um número inteiro, p.= T é um número racional. 


O integral obtido é, pois, da forma 


k 
Jo (5) "Ja 
Z 

Este integral foi considerado no § 11, Cap. X. Ele pode ser 
reduzido ao integral duma função racional pela mudança de variável 
a- bz 

Z 
Consideremos exemplos destes três casos de integração. 


= t, 


E lo— 1. 
xemplo A j 


dx = -3 ai 
aaa Nh (14 2º) dz. 
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2 
Aqui p= — | (número inteiro). Façamos 1º=z, O parêntesis torna-se, 
então, uma expressão linear de z: 
o e E 1 a 
| z ?’ (1+ 231 da = | z1(14-2)1 > z? a=5 | z? (1+2)71 dz. 


1 
Façamos agora z2—t, Então, ¿—12, dz=2t dt, e 


E 
E E A 1d È o 2 4+2) do Í 1 (14 12) 1 2t dt = 


=3 | Tom =3arctgic= 3arctg Y2+C=3arctg Y 1+C. 


Exemplo — 2. 23 = > 
| = t=] z3 (1— 22) “dz. 
Y1—23 
1 
Aqui =3, n=2 p=- + i a =2 (número inteiro). Façamos 
1 1 


2 = 2 1 2 
x z então, q=2º, di=> 2 dz € 


3 1 
3 id — — — ~m 
| r te= | Ze (1— 2) y * 2 => ) z(1—z) 2 da. 
Vi—z 


Façamos (1 — z)*/2 = t; o segundo parêntesis torna-se, então, uma função 
racional. Temos, com efeito, 1 — z = t; z = tł — 4; dz = 2t dt. Por con- 
seguinte, 


1 
3 1 73 1 
| ie = | z (1—2) “de= | (t2 —1) e-1 2t a=] (2—1) di = 
=E t40 == (t2— 3+e= H (42) 4+0= 


via 


== (2-40. 


3 
dz o 
Exemplo — 3. ( —— = j 2 (tg) ? dz. 
2 Vira Ra 
mE Ff diana 
Aqui m=-2, n=2, p= -5 e + p= —2 (número inteiro). 
Transformemos a expressão entre parêntesis, numa função linear: 
1 ps. 
T2 =z; r=z?; dz = À Z 2 dz; 


2 
e nr 
e (1 + 22) “de= [ 21 (143 ha à dez 
3 3 
4 aa E 
=z |: “ (442) “dz [as (À 


+ 
x 
| 
to] 

R 
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O primeiro factor é uma função racional. Para que o segundo factor 
o fique igualmente, façamos: 


1 
(T 
=t; 
Z 
então, 
CPZ o E EN SE = 2t dt 
z Sra 22-14 g d= — aij: 


Por conseguinte, 


3 _3 
| 1-2 (1 + 22) de= | 273 (+=) 2 da— 
—2 dt (24 
— 4)3 == AOS 
qero E] 


AR no 


_A 


x2 1+2 
z Vira 


Nota — P. Tchébychev demonstrou que o integral dos binómios 
diferenciais de expoentes racionais não podem ser expressos por funções 
elementares a não ser nos três casos citados anteriormente (com a 
condição, bem entendido, de a £0 e b 40). Se nenhum dos núme- 
m+4 m->+1 


? 


n n 
por funções elementares. 


ros p, p for inteiro, este integral não pode ser expresso 


$ 14. Integração de certas classes de funções trigonométricas 


Apenas estudamos até aqui os integrais das funções algébricas 
(racionais ou irracionais). 

Neste parágrafo consideraremos a integração de certas classes 
de funções não algébricas, e, em primeiro lugar, a das funções tri- 
gonométricas. Seja um integral da forma 


Í R (senz, cos. 2) dz. (1) 


Mostremos que este integral pode ser sempre reduzido a um 
integral duma função racional pela mudança de variável 


tg = t. (2) 
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Exprimamos sen x e cosx em função de tg Z e partindo daí em 
função de t: 


z z z z 
2 sen y “08 y 2 sen 20085 
sen? 5 + cos! 5 
T 
too» 
E f tr 
14 te y 
cos 5 — sen? Z cos! 5 — sen? 5 
ES A 
cos! + + sen? 5 
9 T 
a 2 det 
o 9 L iar 
Além disso, 
x= 2arc tgt, E a 
1+4t 


Podemos, então, exprimir sen x, cosx e dx por funções racionais 
de t. Uma função composta de funções racionais sendo uma função 
racional, substituindo as expressões assim obtidas no integral (1), 
reduzimo-la a um integral duma função racional: 


—t2 
| R(senz, cos2) de= | R | 2t | a 2dt 


1+ > 1412] 1422: 
Exemplo — 1. Consideremos o integral 
dz 
senz * 
Em virtude das fórmulas precedentes, podemos escrever: 
2 dt 
; 2 
ga OEE pe “£ —Log|1|4+C=Log EF | +0. 
sen z 2t i 2 


140 
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A mudanca de variável considerada resolve o problema da inte- 
gração de toda a expressão da forma R (cosx, sen x). Eis porque é, 
por vezes, chamada «mudanca de variável universal para a integracáo 
das expressões trigonométricas». Na realidade esta mudança de 
variável conduz frequentemente a funções racionais muito complicadas. 
Por esta razão, é, por vezes, preferível não utilizar a mudança de 
variável, mas recorrer a outros métodos que conduzam mais rápida- 
mente ao fim. 


1) Se o integral é da forma f R (sen x) cos xdx, a mudança 
de variável sen x = t, cos x dx = dt conduz-nos a um integral da forma 
GR(9 dt. 

2) Se o integral é da forma | R(cosx)senxdx, ele pode ser 
reduzido a um integral duma função racional pela mudança de variável 
cosx = t, senxdx = — dt. 

3) Se a função a integrar apenas depende de tg x, efectuando 


a mudança de variável tgx= t, x=arctgt, dx = reduzimos 


dt 
141 ” 
o seu integral ao integral de uma função racional: 


| Rue dr | R —#—. 
1 +t 
4) Se a função a integrar é da forma R (senx, cosx) em que 
senx e cosx apenas figuram nas potências pares, empregaremos a 
mudança de variável: 


tgr=t, (2) 


pois sen?x e cos?x podem ser expressos por expressões racionais 
de tg x: 


3 1 1 
COS t = ———— = y 
l+tgex 1+!t 
2 tg’ zx a 
sen a A 
l+tgzx 1+t 
dt 
14 é 


Depois de ter efectuado esta mudança de variável, obtemos o 
integral duma função racional. 


Exemplo — 2. Calcular o integral 
sen3 x 
2+c0s z 
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Resolução — Este integral reduz-se facilmente a um integral da forma 
R (cos 1) sen x dx. 


Com efeito, 


f sen’ 7 e dns de ( 1—cos? z d 
2+cosz ~ 2F coss  ) 24cosz “PD? 
Efectuemos a mudança de variável cosx= z. Então, sen x dx = — dz: 


2 
EE Z 2cosz+3Log(cosz+2)+C. 
je 
Exemplo -- 3. Calcular | dq E 


Efectuemos a mudança de vanavel tgx=1: 


E dt 


d+ Jr 


dz | 

las sentz (2 
1+2 
| t 1 tg zx 
—+ C= arc t C. 

ya eat AUN 

5) Consideremos, agora, um integral do tipo | R (sen x, cos x) dx, 
em que R (sen x, cos x) = sen” x cos” x dx (em que m e n são números 
inteiros). É preciso, aqui, considerar três casos. 


arc tg 


a) y sen” x cos” x dx, em que pelo menos um dos números 
m e n é ímpar. Suponhamos, para fixar ideias, que n é ímpar. 
Façamos n=2p + 1 e transformemos o integral: 


(sen” rcosP*!rdr= ( sen” z cos” z cos z dr = 
= Í sen” x (1 — sen? z)” cos z dz. 
Efectuemos a mudança de variável 
sen z = t, cos x dx = dt. 
Substituindo estas expressões no integràl considerado, obtemos: 
Í sen™ z cos” z dr = (um (1 — 9 dt. 
É o integral duma função racional de z. 


Exemplo — 4. 

| | cos3z ,  (cosizcoszdz f (1— ser? z) cos z dz 

snir sent z - sent z 

Fazendo sen x = t, cosxdx = dt, temos: 

cossz. ((1—t)d (q dt dt 1 1 

f sen! qdo | 14 =| -| =p + 7+0= 
| A 
= se t +C 


3 sen3z ' senz 
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b) | senmz cos"z dr,em que m e n são números pares não 
negativos. 

Façamos m = 2p, n= 2q. Escrevamos as fórmulas trigonomé- 
tricas bem conhecidas: 


2. 4 1 2, 1 1 
sen = 5— 5008 27, cos“ t = z + 5 COS 27. (3) 


Substituindo estas expressões no integral considerado, obtém-se: 


2 Pp 2q 1 1 $ 
sen?” cos” z dz = y q00s2r X 


X (5 + Seok 22) dx 
2 2 


Efectuando as operações indicadas, obtém-se um desenvolvimento 
segundo as potências pares e ímpares de cos2x. Os termos que 
contêm potências ímpares podem ser integrados como indicámos no 
caso a). No que respeita aos termos que contêm potências pares, 
aplicamos, sucessivamente, a fórmula (3), a fim de baixar o grau 
destas potências. Procedendo desta maneira, chega-se, finalmente, a 


termos da forma | cos kx dx que se integra fácilmente. 


Exemplo — 5. 
4 a 
| sent z dr=-;57 | (1 — cos 27)2 de= ) (1—2 cos 22 + cos? 27) dr = 


sen ár 


= | z— sen 2245 | (1 +cos 47) dz |= JE z—sen 2r -+ z- |+e. 


c) Se os dois expoentes são pares e se um deles ba menos 
é negativo, o método indicado no caso b) não tem efeito. É preciso, 
então, neste caso, fazer tgx =t (vu cotg x = t). 


Exemplo — 6. 


f sen? zdr f sen? z (sen? z + cos? 7)2 


—ceosbx = 2 2 7)2 
cost z cosº z dz | tg z (1 + tg? 2)? dz. 


Façamos tgz=t;, então, z=arctgt, a PE e temos: 


14122?” 
sen? z 
2 212 
| a az= | £ (1+ t2) 


E T= | arma 


O B3 t5 gr tg 
E E e 


6) Consideremos, por fim, os UNEN seguintes: 


f cosmxcosnzdx, | sen mxcosnz dz, | sên mz sen nz dz. 
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Pode-se calculá-los utilizando as fórmulas (*) seguintes (m mn): 


cos mz cosnz = S [cos (m +1) x + cos (m — n) z], 
sen mx cosnz = > [sen(m + n) x + sen (m — n) z], 
sen mz sen nT = SI cos (m + n) z + cos (m — n) z]. 


Subtituindo e integrando, obtém-se: 


| cos mz cosnz dz = 


= $ | leos(m +n) z + cos (m —n) a]de= 


_ sena(m+n)z sen (m — n) x 
o 2(m +n) E 2(m —n) T 


Os dois outros integrais calculam-se duma maneira análoga. 


Exemplo — 7. 


| sen 5z sen 3x dz => f [— cos 8z + cos 21] d= RE EC 


$ 15. Integração de certas funções irracionais com o 
auxílio de transformações trigonométricas 


Voltemos ao integral considerado no $ 12, Cap. X. 
Í R (z, Vaz?’ + br + c)dz. (1) 


Vamos mostrar como este integral pode ser reduzido a um 
integral da forma 


( R (sen z, cos z) dz (2) 


estudado na parágrafo anterior. 


(*) Pode-se estabelecer. facilmente, estas fórmulas como se segue: 
cos (m + n) x = cos mx cos nx — sen mx sen nx, cos (m — n) x = cos mx cos nx + 
+ sen mx sen nx. Adicionando membro a membro e dividindo por dois, obtém-se 
a primeira das três fórmulas. Do mesmo modo, diminuindo membro a membro 
depois dividindo por dois, obtém-se a terceira fórmula. A segunda fórmula 
pode ser estabelecida da mesma maneira escrevendo os desenvolvimentos de 
sen (m + n)x e de sen(m — n)x depois somando as expressões correspondentes 
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Transformemos o trinómio que figura sob o sinal de raíz: 


2 
at he to=a(a +57) +(e-E) y 
2a 4a 


Façamos 


b 
Ttg h dx = dt. 
Então, 


Ema ua b2 
V ax? +br +c = Vas (e) ; 


Estudemos, separadamente, os diversos casos possíveis. 
b? b? 
j — —_— == 2 — — —= 2. - 
l. Seja a>0,c Za > 0. Façamos a =m?, c Za =>? Te 


remos, entáo, neste caso: 
V ax? + bx -+c=Y mt + n?. 
2. Sejag > 0, c— Ed < 0. Então, 
4a 
a=m?, e = — nº. 
Por conseguinte, 


V ax? +bx+c=V mt? —n2. 
2 


3. Seja a <0, c— a 0. Então, 


Por conseguinte 
Var + br + c = Vr? — me. 


2 n AX 
4. Sejaa < 0, c — z < 0.Neste caso, Vaz? + bx + c é uma 
quantidade complexa, qualquer que seja x. 
O integral (1) pode, então, ser reduzido a um integral de um 
dos tipos seguintes: 


I. $ R(t, Vm + n?)dt. (3.1) 
II. $ R(t, Vmi? — n’) dt. (3.2) 


Á er 


II. $ R(t, Vr? mb dt. (3.3) 
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É evidente que o integral (3.1) se reduz a um integral da 
forma (2), se se efectua a mudanca de variável. 


n. 
t= m tgz. 
O integral (3.2) reduz-se a um integral da forma'’(2), se se fizer 
==> As sec zZ. 
m 
O integral (3.2) reduz-se a um integral da forma (2), se se fizer 


n 
t= — sent. 
m 
Exemplo — Calcular o integral 
f dz 
Vía 233" 


Resolução —- Este integral é do tipo III. Façamos x = a senz; então, 


dr=a cos z dz, 


f dz =Í a cosz dz =| co = 
Vara V(a2—a2 sen? z)3 adcos3z 
1 dz 1 4 senz 
=T ) costs HIPS os TO 
4 sen z 1 T 
S An = —= — +C. 
a? 4— sentz a? Vala” 


$ 16. Funções cujos integrais não podem ser expressos 
por funções elementares 


Indicámos no $ 1, Cap. X (sem dar demonstração), que toda a 
função f(x) contínua num intervalo (a, b) tem neste intervalo uma 
primitiva, isto é, que existe uma função F(x) tal que F'(x) = f(x). 
Entretanto, qualquer primitiva, mesmo que ela exista, não se exprime 
por combinações em número finito de funções elementares. 

Tais são, por exemplo, as primitivas expressas pelos integrais 


| estas, | — da, | cas, [vice sen? z dz, | dx 


Log x 


bem como ainda outras. 


= (*) VīI— sen?z=[cosz], consideraremos, para fixar ideias, um único 
caso: |cosz| = cos z. 
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Em todos estes casos, a primitiva que náo pode ser expressa por 
combinações em número finito de funções elementares representa, 
evidentemente. uma função duma natureza nova. 

Por exemplo, as das primitivas 

2 —x2 
== e ii dz +C, 


TU 


que se anula para x = 0, chama-se função de Gauss e designa-se 
pela notação & (x). Assim. . 


2 —x2 
al. “dxW+C,, 
Va : 
se 
D (0)=0. 


Esta funcáo está muito bem estudada. Existe quadros detalhados 
que dão os valores desta função para diversos valores de x. Veremos 
no $ 21, Cap. XVI, como isto pode ser realizado. 


0 T 
Fig. 204 Fig. 205 


Os gráficos da função y = e x? e da função de Gauss y = $ (x) 
estão representados nas figuras 204 e 205. Do mesmo modo, o das 
primitivas 

{ V1—k?senzrdr-+C (k<1), 


que se anula para x = 0, chama-se «integral elíptico» e é designado 


pela notação E (x), ; 
E (1) = f V 1— k? sen: z dz — C, 


E (0) =0. 


se 


Existe, igualmente, quadros detalhados que dáo o valor desta 
função para diversos valores de x. 


ty 


o. 
ww 
e 


O 


~il 
. 
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Exercícios 


I. Calcular os integrais: 


| z5 dz. Resp. pe C 


eN (z+ Y 2) dz. Resp. É e ma =C. 


(= YE) as Resp. 6 Vi bat Veto. 


Resp. ao Vr+c 


Vz 5 
1 8 


= e dx. Resp. E 


2 5 e 135 SEEE 
(2+ = | dz. Resp. Es 2437 roe. 


Integração por mudança de variável: 


est dz, Resp. 05%! C. 9. | cos 5xdx. Resp. e. 
5 


WE 4 ; 
| sen ar dz. Resp. DE o. ER | az. Resp. > Log? z+ C. 


da cotg 3z : Resh. tg 7x 
sen? 37 pP- — 3 Pi o | cos? Tx E 7 Te: 
| aa . Resp. 1 Log|3z--7|+C. 
Sr — 1 3 


e Resp. —LLog|5—22|+4+C. 


| E Resp. —Tog|1—x|--C. 
| 5— 2r 2 


cote (5x—7) dr. Resp. En Log | sen (51—7)|+4-C. 


| tz 2r dr. Resp. — Log | cos 2 | +C. 
5 


4 
Z e e PS J 3 i- C. 
coig 3 Resp 3 Log | cos 3y | 4 


coig a dx. Resp. 3 Log | sen 5 |+e. 


1 
E yg ec? q do. Resp y 18º q+cC. 
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42. > . Resp. —— +C. 


Vi—z ` 2 
tg2 
arc tg z dx Rén: arc k z +C. 


= qe 


43. 


22. | (cotg e*) e? dx. Resp. Log | sene*|+C. 
23. | (1845 —cotg 7) ds. Resp —— Log | cos 48 |—4 Log | sen q l+<e. 
sen? r | 
24. | sen? z cos xz dx. Resp. 3 +C. 
4 
25 | cos3 z sens dr. Resp. -= co C. 
26. | Vzi2—1xdc. Resp. 7 VET +e. 
27 | E Resp. — V 22 F3 +C 
Y212+3 2 Rs 
z? dz 2 ——— 
28. [= Resp. — Vz341+4-C. 
Var P 7 Vai+14 
e 
A cos z dz Resp. — 1 : | SE 4t a a 
29. | E pote 30.) a Resp soar tl 
> tg x tg? x jus cotg x cotg? xr .. 
34. dx. Resp +c. 32. dr. Resp. ——>— +C 
cos? zx 2 sen? z 
dz Ea 
33. o Resp. 2 tge r—1+C. 
cos? z Vtgr—1 ve es 
l 2 E 
34. ( LBEFD y, Resp Log! (21) |, 
a— 1 2 
35. | Cosa Resp. y2 sen +1-PC. 
V 2 sen t--1 
sen 2r dx l a 
A | drcosza RP area C 
37 | Esc add ana o 
Vitsen? z 
Vter+1 r. Resp. 2 34 
38. | o TE. P. 5 Vitg} i+ c. 
« _cosdrde _ Resp. A A 
oe [nar P- —32 £3 sen 27) T 
40. (==: Resp +C 
Y cost 3zx Y cos 3z 
2 
41. | Log zdr Resp Log Zie 
z 3 
( arc sen x dx arc sen? z 
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44. | LE Resp. _ re costa, 
Vi—z22 3 o 
arc cotg x arc cotg? z 
45. Ni. e E 
5 ) A dz. Resp à EC. 
x dr l 
46. | 72 Fl . Resp. Y Log (xr? -: -1) -+ C. 
47 x-¡-1 R 1 ç ` 
tl. 220,3 dr. Resp. y Log (12 +21 4-3) 4-C. 
cos x dx 4 
48. | 3an Resp. y Log (2 senz+-3+4C. 
dx 
49 | zLoga . Resp. Log | Log x|4-C. 
4) 
50. | 2x (12 -| |)tdr. Resp. E Case 
.) 
3 
öl. | tet sar, Resp. Es — tg rx +24. 
52 ¡a Resp. 1 t C 
2: aia esp. Log | arc tg x|+4C. 
Eq y dx 1 i ; 
i | cos? x(3tgx-! 1) e di a 
| tg tgiz 
54. | mero dz. Resp. JE E 
ne dz 
53. | zee - Resp. Log | arc senz |+ C. 
Vi= -— x2 arc sen x 
56. | ic a Log | 2+3 sen 2z |4-C 
2+—3sen 2z 6 e 
57. | cos (Log 2) = . Resp. sen (Log z) 4-C 
58. | cos («+ bx) dx. Resp. = sen (a bx) C. 
4 + 3 
39. | ezaz. Resp. “tc. 60. | car. Resp. 3e 3 +C. 
í ¿Sin x sin a 2 l a 
61. cosa dz. R ~a C. 62. | “4 dz. a ass 
E x£ aT. Resp. € a q Resp 2Loga +C 
2 ad 
63. f e* dr. Resp. ae” -| C. 64. | (e2x)2 dz. Resp. ets + C. 
i 3%e 1 
X pX . -3x l — — e- 3 
65. | 3%eX dz. Resp. aT 4C. 66 |. de: Resp. e, 
1 
` 5x 1 goX ph 5x 
67. fe L- a9%) dz. Resp. E (e + Logo +0) ; 


24443 (z+ 2) dz. Resp. > [44243 +C. 


21* 
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a Na b Ya 

x= — px)2 (5) le) 
ap | EE a Rap A NO E 
19 | PTE dx. Resp Log a—Log b 21+C 


x 
70. Vr Rep Resp. À Log (3 + 4e*) +C. 


e2X dz 
+ e2x 
71 Ze Resp. — y Log (2-4 e) A.C. 
dz 1 — 
72 | ES E Resp. VI arc tg (V2z)+ C. 
73 | -2 Resp À arc sen (V37)4-€ 
Vi-312' l y3 l 
dz 1 3z 
74. | E Rep. — arc sen —— +C. 
V 16— 9r? 3 4 
£ dz 1 z 
75 Res pd . 2 ——— „Resp. — — ; 
15. in Resp. arc sen g+C 76 | esp. 5 arc tg 2 +C 
z dx 1 : 3z ERa 
77. | 972 14 . Resp. gae tg z TC. 
dz 1 2+3z 
78. | 9z? Resp. 12 Log 237 +C. 
dr 
79. | —————. Resp. Lo z 12+9 C. 
VAT g Iz+V |+ 
80 | E o RES pr + Vbiz2— aê |+C. 
Y b312— a? b 
81. | EEE di Resp. À Log|az+ Vb2 4 a2z3 |4-C. 
Y b2+ a?r? a 
dx 
ES f a?r? — cê ERP 2ac Log a 
z? dz 1 q3 2 v 
. Resp. Lo C. 
52 6V5 z3 d 
z dr 1 
84. | ———— . Resp. arc sen 12 4. 
Yi P: 2 
z dx 1 r? 
85. | a 243 arc tg a TO. 
86. [+ Vs Resp. arc sen eX+-C. 
— e2% 


Vire. 


= )+c. 


cos z dz 1 se 
88. | a24 senso . Resp. — aro tg ( 
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90. 


o ya 
EA 


a. | 


92. | LARA ETA dz. Resp. 5 V(1+Log )3-C. 


93. | mE dx. Resp. Var vz 3 +C. 


94. 


95. 


97. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


+ Resp. arc sen (Log 1) +C. 


1 = T 


arc cos T— rr 


Vis. 


z—arctg z 


15-22 


AVIV 


Resp. arc tg e*+-C. 96. 


ex dz 
14er ` 


2 


. Resp. ¿V1i+yz EC. 


Cos z dz 


y sen? z 


dx. Resp. —— > (are cos 7)3 + Vi—z EC. 


dx. Resp. A tog (1 + 22) — > (arc tg x)? ,-C. 


. Resp. 3 V sen T+C. 


| VI+3 cos? z sen 2x dr. Resp. E V (1+3 cos? 1384 C. 


j 
j 
j 


sen 2z dz 


va E cost z 


cos3 


2n Loir. Resp 


sen4 zx 


o ar 
Vigia dz. Resp. Vi z-pC. 


cos? z 
dz 


2sen2 4-3 cos? x 
Integrais do tipo | 
z2 v E E ð 


A j 


312 E +2 


j 
| 
13 
js 
j 


. Resp. 


2 


1 
=" 


Resp. 


. R ira 
esp vs 


. Resp. 


e 


arc Rs 


Log 


Resp. T À Log E 


arc e 


. Resp. —2 Vi + cos? TC. 


e —— Ss: e mma . 


EE y 


. Resp. 2 arc tg á 


mt 


= |+. 


. Resp. arc tg (2z— 1) C. 


r 


2r +3— V15 
ión 


+C. 


E arc tg (Y h1e2) +0 


Ar4-B 
ar2+bxrWc<c 


Epa 
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6z— 7) dz | 
108. . f A Resp. Log | 312— 71-11 |+-C. 
3z— 2) dz 3 11 102 —3 
109. AS Resp. — Log (972 — 3z + 2) — arc t +C. 
' J 5123142 ` 10 Eu E va 
32 — À 3 4 —1 
110. | -————, dz.Resp. 7 Log (22— 24 1)+4 arc t +C. 
2— 241 3 = ge Vs 
11+1 2 

111. | “tip dx. Resp. 3 Log (4945 Log (2741) +C: 

27 —1 dr 8 107—1 

112. f => dx. Resp. — Log (5x12 —z + 2) - arc t =+C. 

52—42 5 Log ( EVE toys * 
6714 — 513 4 473 2 
113. | at Resp. o E 15 Log|222—24 114 
1 
arc t — +C. 
tY gs Y zg 
dz 2 2tgr+1 , 

114. o R agttt na > 
lira SE VI ús yT ds 
Integrais do tipo | — AB jz 

. y ar? br+C 
i 4 , 8x3 
115. — . Resp. — 
| VE - Resp. 5 arc $en Va + 
d o. 
116. VETE Resp. Log 54 VA +C 
117. | ES . Resp. Log | S + a V2aS +82 |+-C. 
dx - 1 a 
118. | ——=——— . Resp. =— arc sen 
V5—T1— 322 V3 vi + 
dz 1 ess, 
119. [> Rep 1 |67-5 2x (3 + OC. 
7075 ya El 6a + Y 1z (3245) |- 
| dz 27 +4-3 
120. | — m . Resp. arc sen == C 
da E V17 j 
121. | sr . Resp. e Log | 10x —- 1 -:- 120 (5x12 —x — 1) | +C. 
2ax -b Viana 
` y2 H 
122. | VEIO dz. Resp. 2 Vax24-br;-c4-cC. 
3) dz 1 —_ TT, 

123. A Resp. — 2 E a 

| Vi ds eSP. 7 Varz? F 4r 43 + z Log | 2z4-1+ 
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+ Y 41214113 |+C. 
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° — 3) dz 1 

124. | aa E a E — 7 V 3+66r—11124C. 
V3+662— 1122 P — qr V+ + 
; (zx+-3) dz a o 3,1 22— 1º. 
e fas O A RRA pa WEA sd 
12 Vir a Resp 7 V3 +4r—4r + are sen — +C. 
3z -H5 
126. | t. Resp. — Ecs de se — Log (42 — 1 + 
Vi(2r-1) era z Vin va Ei 

r V8 (Qi s)+c. 

II. Integração por partes: 
127. | xe% dz, Resp. ex (r—1)+C. 

| 1 1 E 

128. | x Log x dz, Resp. y? ( Log 1-5) +C. 
129. | r sn zdr. Resp. sen.c--rcosa+C. 
130. | Log z dx. Resp. z (Log z—1)+-C. 
131. | arc sen x dr. Resp. z arc sen z- Y 1 —x24C, 
132. | Log (1— z) dr. Resp. — z — (1 — x) Log PARES i 
a M qn+1 
133. | x" Log x dz. Resp. ALT (Log + T- 7 1) +0. 
134. | xarc tgz dz. Resp. > [(x2+1)arctgr—z]+C. 
135. f x arc sen z dz. Resp. $ [(272 —1) arc sen r+ z V1 —z?] +C. 


136. | Log (1241) dz. Resp. z Log (x2.| 1) —2r+2arctgr+C. 
137. | arc tg Vz dz. Resp. (2-1) arc ty Vr-—Vz+C. 


138. | aresen/z y, Resp. 2V'z are sen Vr +2Y 1—zx--C. 


T | zo — = 
139. | arc sen y ZH dx. Resp. z arc sen V pue Vz + arc tg Vzi+ C. 


2 
140.. | x Cos? z dz. Resp. + + - z sen 204 cos 27 4- CL. 


141. | E Cn. Resp. z — Y 1—2l arc sen z+-C. 


Vi—x2 


424 


142. 


143. 


144. 


145. 


146. 


147. 


148. 


149. 


150. 


151. 


152. 


153. 


154. 


155. 


156. 


157. 


158. 


159. 


160. 


j 
j 
porn 
r 
j 


j 


hd 
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zarctgr za 


er 


zarctg Vz2—1 dr. Resp. 


arc > T 


LT 
RP gF 


dx. Resp. Log 


1 


2 


T 


- eg 


A 


—Vi—z 


arc tg z— 


1 arctgz 
2 4422. 


+C. 


La are tg Vai Yzi—1-+c. 


—+ arc sen t+ C. 


g(x + Y 14222) dz. Resp. r Log |z+- Viy 2 |— Vida. pe. 


arc sen T — n 


2 r2 
Vea ir. Resp. 


q2 


dz 


2 Y1+22 


zdx 
VU—=33 


Nos exemplos seguintes, 


Y a2— gi 
A 


| x2? Y 4— 12 dz. Resp. 


. Resp. — 


- Resp. 


Vi— 


introduzir 


variáveis 


A T 1 
2 arc sen O 


Vi+22 
T 


2 


+C. 


e , 1 Log 


3719 


t= 


1+x|' 


T X 
— arc sen — 4 C. 
a 


trigonométricas: 


z Vi—z +58 Vá +C. 


z2 — q? 
| ve n dx. Resp. Y r2? —a? — a arc cos =+0. 


[>= Res 


1 


Integração das fracções racionais: 


| 


j 


2 (121) 


21— 1 


(1— 1) (1— 2) 


z dx 


154 q4 — 


zi dz 


(21) (142) 


37+2 


z (14 1)3 


22 dx 


(2-+ 2)2 (24 4)2 ` 


dx 


dz. Resp. 


. Resp. Log 


dx. Resp. 


. Resp. 


Log 


(241) (14 3) (1 +5) 


8 ad . 
ER ES dz. Resp. Ls 


2 


l g Log 


4r+3 


2 ( 


t-- 1)? 


De = C 
ad Vara? 


+ 4x+ Log 


+ Log 


OL +- 12 


1 


+C. 


Er e 


(z+ 3) 


(1-1) 


(1+1)? 


(1+5)5 (241) 
x2 (1— 2)5 
NA 


ae 


q? 
[CR 


EA a + Log ( 


E A 
Va+ 


+4 


+2 


+C. 


Log (z-}2)--C. 


2 1 
e. 
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3 
; [ 212— 3x — 3 (12—2x+ 5) ? 1 r—íi 
161. | ajeu Resp. Log a +5 are gs EC. 
a3.-—6 2-4 .3 T 
162. Va e Resp. Log == = ug ae ig 5— 
3 t 
——— arc tg —— 5 € 
y2 EY 
a dx 1 (12-192 1 21 —1 : 
163. f PA E Resp. 6 Log z2 r1 ~ ve arc tg vs +C. 
3z—7 z2?4- 
164... 7 ai piso Resp Log a mta arc tg y EO: 
4 dz o Eve 
165. laz E . Resp. bo 2 arct +C. 
z? ILL sn]: 
166. | aL] dx. Resp. 3 [z3 -+ Log (13—1)] -C 
237 :—1 1 
Ta NA ME 21 98 — 
16 | Er dr. Resp. NE y --Log (z o y Eg +0 
ita | 3721 (11) E 
168. [= Er esp. DAS a ae tg +0 
dz ri 2— 1 
did [ssa yaa VER 
2z— 1 
aaa) 
Integração das funções irracionais: 
170. | AE dr. Resp. $ [Y 13 —Log (y 131)] +C. 
v — 
e yzy a as 
71. PEE ; a E BS E 
171. ] TE dr. Resp. V 2273 V 2 +O. 
6 — 
y L— 6 12 
pa Va e A E Rep nel: 
| TT ehe TA 
+ 2 Log z— 24 Log (yz+ H-E 
2+Vz 653 3 6-— 6 75 
173. Y ar R e A = 44,4 y2z3-—6 34. 
aaa SPA A 
+6/2—9Log ($341) +5 Log (Y 2H41)+3 aro tg Y 240. 
— Vi— — 22 
174. | Es. Resp. Log Vi—s+ Vitz Vi- yc. 
. A Vi-z— Via z z 


178. 


179. 


180. 


181. 


182. 


183. 


184. 


185. 


Qi 


186. 


18 


188. 


189. 


j 
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1—zd 
| rs z, Resp. 2arc ey = 
4 VIVE a, 
z Tf MA x8 4716 15 e 
y 2 y Y 
Resp. 14 yz Vi peu ra A 
3 4 
z—3 
Resp. V 312 —T7 im 


a a Ytx, 
cs a 


Integrais do tipo: | R (z, Var? + br+c) dr: 


dx E V3. 1 
-R e A HC 

Vai a ya s S | 

dz Vira. V2. 1 

Res yaa o 2 —|+C 

Y 2+1—22 j v2 F T -al 

dz 
Adi Va + 


dx 


ps 
Y 21 —a? 


a 


Y 21—22 dz. Resp. > [(2—1) Y 21—a2-. - are sen («--1)) 4-¢. 


dz x2 £ —— 
——— ~. Resp. —— -5 =—1i—5Lo z- Y x2—1|=-(". 
va e 5 zV glz--V | 
Es 2 

RE o Resp. Log AVE FO. 
(1+2) Y 12220 Vir] 
e (BD dz. Resp. A a C. 
(21+ 22) Y 21+ 7? Var 
1— Vitoria dz. Resp. Log V E 

a Vipit j | 


VTA ir, Resp. — —- 
x2 


T+ Vrz- E Ar 


Integração dos binómios diferenciais: 


j 


Vi+yz 


Y Ê q2 


dx. Resp. 


Ta 
2A r Oe. 


-Log|z+2-- Vr? F 4r |+C. 


190. 


191. 


192. 


193. 


194. 


195. 


196. 


204. 


205. 


206. 
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5 E 10 J 16 z 
[o 23 (242º)! dr. Resp. —= (2+a3) 


dx xz 
| A e A o. Resp. ——— +(C. 
3 172 
na Via z 


1 
| — dr Resp (1422) 2 (222) +c. 


3 
z? (1 +22)? 


O sr e E 
| Vies dx. Resp. + (71Vz—4) (1 +Vot+c. 


3 
2 


2 (4+3 Y 2) (2—97) 
AAA 


FA Resp. 


ia 


913 — 
40 da EN 13) 


| z5 ya + 13)2 dx. Resp. 
Integração das funções trigonométricas: 


1 
sen? z dz. Resp. EN cos3 r—«cosx—-C, 


Br. 
sea 5 x dx. Resp. — cos 1-3 cos3 x e e apto 
| 1 1 
cost z sen? x dx. Resp. -5 cosó z- 7 cos? «+-C. 
cos3 z 
sentr 


dx. Resp. cosec 1—5 cosec3 r+ C. 


cos? z dz. Resp. S+ sen 2z -- C. 


sent z dx. Resp. 3 EZ + pai +C. 


cost z dz. Resp. 55 (5z+4 sen 2r E 4 sen 4z) +C. 


sen é z cost z dz. tor sa 7 — =) 40. 


a Sn RS 


tg3 z dz. Resp. + Z +Log|cosz|-+C. 
4 


cotg? x 
2 


| cotg' z dz. Resp. E cotg* 2+5 cotg? z+ Log | sen z|+C. 


| cotg3 z dz. Resp. — —Log | sen | +-C. 
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216. 


217. 


218. 


f sec8 x dz. Resp. 


| tg! x sect x dz. Resp. 


dz 1 
pese — to3 
f oir Resp. tg z + 3 tg! z+4-C. 
COST dz. Resp. C —cosec z. 
sen? z 
= Resp. => cos r+3cos *z+C. 
y cost z 5 
sen 
|sen zsen 3z dz. Resp. E Ec. 
sen 11z sen 37 
cos 4z cos 7z dz. Resp. Ee a 6 +C. 
| cos 20 senáz dz. Resp — 2502 00522 (q, 
12 4 
| 3 ota 
f sen q 70087 Ia. Resp. == +00s 7240 
z 
tg 5-2 
dz 1 2 
Gi Per qlog)— [+ 
2 tg +—1 
2 
dz 1 z E 
f BI 008 E . Resp. y arctg 2tg 5 |+C. 
A Resp. A 
cos x dz T 
f Er Resp. ea 
sen 27 


j 


dz 
f (1 + cos 2)? ` 


j 
| rra 


cost z -+ sent T 


Resp. SUS+T tgs 5 +C. 


dz 


sem T+ tg? zx" 


sen2 7 
A+ cos? z 
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e 
- PÉ E RÁ 
tg? x 


7 


— dz. Resp. y2 arc tg (5 


tgr 


y2 


—tgBr+tgx--C. 


Zac 


te 
3 


dz. Resp. arc tg (2 sen? z—1)+-C. 


Resp. n z [vote t+ — 7 arc te tg 


j- +C. 


2 


E) jte 


Capítulo XI 


INTEGRAL DEFINIDO 


$ 1. Posicáo do problema. Somas integrais inferior e superior 


Um forte meio de investigação em matemáticas, em física, em 
mecânica, assim como noutras disciplinas é fornecido pelo integral 
definido, umas das noções fundamentais da análise. O cálculo das 
áreas delimitadas por curvas, arcos, volumes, trabalho, velocidade, 
trajecto, momentos de inércia, etc., reduz-se ao cálculo dum integral 
definido. 


Y 


IN 


Fig. 206 Fig. 207 


Seja y = f(x) uma função contínua dada sobre o segmento [a, b] 
(fig. 206 e 207). Sejam m e M, respectivamente, o seu menor e o 
seu maior valor sobre este segmento. Dividamos o segmento [a, b] 
em n partes pelos pontos 


p= To, Tis La, .. ., Ln-1» Tn = b 
com 
Ly Kala K.n.. < Tns 
e façamos 
2, — Lp = Ar; d t Aea aa = Ata. 
Designemos o menor e o maior valor de f(x) 
sobre o segmento [zo zı] por m, e M,, 
sobre o segmento [7,, z] por m, e M., 


e o o ò> ò> a. o o o o... ico a ao ò> so o o o o ss io ə% 


sobre o segmento [7,.,, Tn] por m, eM,. 
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Formemos as somas. 


S, = Mm, Ax, + m, Az, + . .. + m, Az, = Y m; Az,, (1) 
i=1 
s, = M, Az, + M, Az, +... + Mn Az, = Y» M¿Az,. (2) 
i=1 


A soma s, chama-se soma integral inferior e sn, soma integral 
superior E 

Quando f(x) > 0, a soma integral inferior tem para valor numé- 
rico a área da figura em escada «inscrita» ACN;C;N. ... Ch ¡N, BA 
e a soma integral superior, a área da figura em escada «circunscrita» 
AKCiKi ... Cn-1Kn-1C,BA. 

Indiquemos algumas propriedades das somas integrais inferiores 
e superiores. 


a) Dado que m; <M, qualquer que seja i (¿¡=1, 2, ..., n), 
tem-se, em virtude das fórmulas (1) e (2): 


AE Sn 
(a igualdade correspondente a f(x) = const). 
b) Dado que 
məm, m >m, ..., ma zm, 
em que m é o menor valor de f(x) sobre [a, b], tem-se 
Sn =M,Ax, + M, AT, +... + mM, AT, > mAT pH mAr +... 
... H m Az, = m (Az, + Az, +... + Azx,) = m (b — a). 
Assim, 
Sn > m(b— a). 
c) Dado que 
M <M, MLM, ..., Ma KM, 
em que M é o maior valor de f(x) sobre [a, b], tem-se 
Sn = M, Az, + M, Azt, +... + Mn Azn < M Ar + MAr tH... 
. + M Az, = M (Axr, + Ar, +... 
... + Az) = M (b — a). 
Assim, 
Sn < M (b — a). 
Reunindo as duas desigualdades obtidas, tem-se: 
m (b — a) < Sn <5n < M (b — a). 
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Quando f(x) > 0, a dupla desigualdade obtida admite uma inter- 
pretação geométrica simples (fig. 208), dado que os produtos m (b — a) 


Fig. 208 


e M(b — a) representam, respectivamente, os valores numéricos das 
áreas do rectángulo «inscrito» AL,L¿B e do rectángulo «circunscrito» 
AL,L;B. 

$ 2. Integral. definido 


Continuemos o exame da questão do parágrafo anterior. Tomemos 


Fig. 209 


um ponto sobre cada segmento [xo, xı], [X1, X2]. .., [Ln -1, Tn] que 
designaremos, respectivamente, por é, £z ..., 
e...) En (fig. 209), 


= E Ep HEG T Zito bes Ta 
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Sejam f(€,), f (£2), .... f (Èn) os valores da função nestes pontos. 
Formemos a soma 


Sn = f (E) Ar, + f (82) Axo +... + f(En) Ar, = > HE) Ax; (1) 


que se chama soma integral para a função f (x) sobre o segmento fa, b]. 
Dado que, qualquer que seja É, sobre o segmento l.r;_,, 7;l. se tem 


m; <f (E) < M: 
e que Ax, > 0, deduz-se 


m; Ax, L fÍ (81) Az, < M; Ar, 
por conseguinte, 


2 m; Ax, < HEADS Y M; Az,. 
ou 


Sn < Sn E Su (2) 


A interpretação geométrica desta última desigualdade é que, 
para f(x) >0, a figura que tem sn por área é delimitada por uma 
curva compreendida entre as curvas em escada «inscrita» e «cir- 
cunscrita». 

A soma sn depende do modo de decomposição do segmento [a, b] 
em segmentos lx;_,, x,]e da escolha dos pontos é, sobre estes segmentos. 

Designemos, agora, por máximo [x;.,, z;} o comprimento do 
maior dos segmentos [zo, zıl, [x4, 221, . . ., [Tn-1, Zn]. Consideremos 
diversos cortes do segmentos [a, b] em segmentos parciais [x;_,, x;) 
tais que máx [z;.,, z;] > 0. É evidente que o número n de segmentos 
duma decomposição tende para o infinito. Pode-se formar para cada 
corte, escolhendo os valores correspcndentes £, a soma integral 


à f(Ei) Arz, 


de maneira que se pode falar de cortes sucessivos e da série das 
somas integrais que lhes correspondem. Suponhamos que, para uma 
série de cortes dados, com máx Ax, > 0, esta soma (*) tende para 
um limite 1. 

Se para os cortes arbitrários do segmento [a, b], tais que máx 


ax, >0, e para é quaisquer, a soma >,f(E;) Az, tende para um 
¡23 


(*) No caso dado, a soma é uma grandeza variável ordenada. 


INTEGRAL DEFINIDO 433 


só e mesmo limite /, diz-se que a função f(x) é imtegrável sobre o 
segmento [a, b]; o limite 1 chama-se integral definido da função f (x) 


b 
sobre o segmento [a, b]. Designa-se por | f(x)dz e escreve-se: 
a 


n b 
lim | f(Ei) Az; = Vio) dz. 

max Ax¿>0 i=1 a 
O número a é o limite inferior do integral e b o limite superior. 
O segmento [a, b] é o segmento de integração, x a variável de integração. 
Indiquemos, sem o demonstrar, que se a função y=f(x) é 
contínua sobre o segmento [a, b], ela é integrável sobre esse segmento. 
É evidente que se no ducorrer dos cortes sucessivos para os quais 
max Ax,>0 se verifica para a função contínua f(x), a série das 
somas integrais inferiores sn e das somas integrais superiores sn, 
constata-se, então que as somas tendem para 
o mesmo limite /, que é o integral definido de 


f (x): 


n b 
lim J, m; Az; = $ f (x) dz, 


max Ax; >0 i=1 


n Pb 
lim > M; Az; = Í f (2) dz. 


max Ax; —>0 i=1 


Fig. 210 


Entre as funções descontínuas, encontra-se tanto funções integráveis 
como funções não integráveis. 

Se se construir o gráfico da função sob o sinal soma (o sinal 
de integração) y = f (x), quando, f(x)>0 o integral 


b 
| f (z) az 


é numéricamente igual à área do trapézio curvilíneo formado pela 
curva y = f (x), pelas rectas x =a, x= b e pelo eixo Ox (fig. 210). 

Por conseguinte, calcular-se-á a área do trapézio curvilineo for- 
mado pela curva y = f(x), pelas rectas x =a, x=b e pelo eixo Ox 
por meio do integral 


b 
Q = $ f (2) az. (3) 


Nota — 1. Notemos que o integral definido depende sómente 
da função y = f (x) e dos limites de integração, mas não da variável 
de integração, que é lícito designar por uma letra qualquer. Poder-se-á, 
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entáo, sem mudar o valor do integral definido, substituir a letra x 
por qualquer letra: 


b b b 
(f(x) dr = f F dt=. . = $ f (8) dz. 


Quando introduzimos a noção de integral definido 
suposemos a < b. Se b< a, tomar-se-á por definição |f (x) dz, 


b a 
J F @) de= — | f (2) dz. (4) 


0 5 
Var dx = — | 2? dz. 
5 0 

Enfim, se a = b, por-se-á, por definição, para toda a função f(x) 


f fæ) dz =0. (5) 


Isto é natural sob o ponto de vista geométrico. Com efeito, 
o comprimento da base do trapézio curvilíneo é nulo, e, portanto, 
também a sua área. 


Exemplo — 1. Calcular o integral 
b 


| kz dz (b > a). 


Resolução — Geomètricamente, o problema 
reside em calcular a área Q do trapézio formado 
pelas rectas y = kx, x = a, x = b, y = 0 (fig. 211). 

A função y = kx debaixo do sinal soma 
é contínua. Por conseguinte, é-nos permitido 
T no cálculo do integral definido, como se veri- 

ficou anteriormente, cortar o segmento [a, b) 
Fig. 211 arbitráriamente e escolher É k intermediários arbi- 
trários. 

O resultado do cálculo não depende do processo da construção da soma 
integral, desde que o maior dos segmentos parciais tenda para zero. 

Dividamos o segmento (a, b] em n partes iguais. 


O comprimento Ax de cada segmento é Az = o , que se chama 


a XI; 


«limiar» da divisão. As abcissas dos pontos de divisão são: 
a = lo, 11 = a + Az, zt = a+ 2Az, ..., tn = a + når. 


Tomemos para pontos Ex as extremidades esquerdas de cada segmento 
b = a, Ea = a + Az, $; = a+ 2Az, .. 
En = a + (n — 1) Az. 
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Formemos a soma integral (1). Deduz-se de Í (E1) = kB; 
Sn =kEAr+kE9A2+... +kEnAr= 
= kaAr + Ík (a4+Az2)] Azr+... -r {k [a+ (n— 1) Az]} Az == 
=k {a + (a + Az) + (a +242) + ... + [a+ (n—1) Az) Ar = 
=k {na 4 [Az +2Az + ... +(n—41) Az]} Ar= 
=k (na + [1+2 + ... + (n—1)] Az} Az, 


b—a 


em que AÁrx= . Dado que 
1424... (ap) = 07D 


(a soma duma progressão aritmética), 


a [na HEM be A 


n 


l =1 
Como lim ——=1, tem-se: 


n> q? 
= 2 — q2 
lim sn=0=k | a+- z] ak? E 
n= 2 
Assim, 
b 
2 — q2 
| rz do= b 5 
a 


O cálculo da área ABba (fig. 211) em geometria 
elementar é trivial. O resultado é o mesmo. 


b 
Exemplo — 2. Calcular f z? dz. 


Resolução — O integral dado é igual à área Q do 
trapézio curvilíneo formado pela parábola y = x?, as. rectas Fig. 212 
x=b e y=0 (fig. 212). 

Cortemos o segmento [a, b] em n partes iguais pelos pontos: 


b 


zo =0, t1 = Az, t2=2A1, .,., 2p=b=nAz, 
¡PEA i 
n 


Tomemos, para É,, as extremidades direitas dos segmentos. 
Formemos a soma integral: 


sn =BAzT + 23A7+... H A 
= [(Az)? Az + (242)? Az + . . . + (nAZ)3 Az] = 
= (Az) (124224... + n3]. 
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Como se sabe 


121224384... pm "440 nt) 


entáo, 
b3 n(n+1) (2n+1) _ b3 1 
cl a (e) 
( 3 
lim Ssn=0Q0= | q2 dpi A 
n—>00 3 
0 
Exemplo — 3. Calcular | m dz (m = const). 
Resolução. 
n 
mdz= lim mAz;= lim m Az; = 
j max Ax; > i max Ax; > 0 2 


=m lim 5 Az; =m (b—a). 


max Ax; >0 E 


n 


Aqui ` Az; é a soma dos comprimentos dos segmentos parciais 
i=1 


que constituem o segmento [a, b]. Qualquer que seja o corte, esta soma é 
igual ao comprimento do segmento b — a. 


b 
Exemplo — 4. Calcular | ex dz, 


a 
Resolução — Dividamos de novo o segmento [a, b] em n partes iguais: 


To=a, T;—-a + Az, ..., 2 =4+RnAz; 


Tomemos para pontos Ei as extremidades esquerdas. Formemos a soma 
integral: 


Sn =e "Ax pe PATAS... peon 1)Axp 
=e0 (144 eA.. p en DA Ar, 


A expressão entre parêntesis é uma progressão geomérica de razão 
“de primeiro termo 1, logo, 


nAx Az 
e —i4 nAx 
Sp == e! EE Az=eº (e —1) Ax 


et — 4 er 4 
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Tem-se, cm seguida: 


nAhz=b—a: lim 


Z 


e 
=lim 7=1. ) Por con- 


Segund T de L'Hospital, lim 
gundo a regra de spi amoo O 


seguint 
° lim sn =Q =e" (ed-2—4).1=eb—e2, 
n> 


isto é, b 
| ex dr—eb—.et, 
a 


Nota — 2. Os exemplos dados mostram que o cálculo dos inte- 
grais definidos no que respeita a somas integrais está sujeito a dificul- 
dades consideráveis. Mesmo quando as funções a integrar são muito 
simples (kx, x?, e”), este processo exige cálculos fastidiosos. Os cálculos 
tornam-se inextricáveis quando se trata de funções mais complicadas. 
É, então, natural procurar um método prático de cálculo dos integrais 
definidos. Este método, devido a Newton e a Leibniz, utiliza o elo 
profundo entre a integração e a derivação. Os parágrafos seguintes 
do presente capítulo têm por objecto a exposição dos fundamentos 
deste método. 


$ 3. Propriedades fundamentais do integral definido 


Propriedade — 1. Pode-se retirar um factor constante de debaixo 
do sinal soma: se A = const., 


b b 
Í Af (2) de = A ) f (2) dz. (1) 


Demonstracao. 
b n 
(Af(v) de= lim Y Af(E,) Ax, = 
a max Ax>0 i=1 


n 


= 4 lim (E) Ar, = A Uta dz. 


max Ax>0 i= 


Propriedade — 2. O integral definido da soma algébrica de várias 
funções é igual à soma algébrica dos integrais das funções. 
Assim, no caso de duas funções 


b b b 
f [A (2) + h (2)] de = ) fı (2) dz + y fo (z) dz. (2) 
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Demonstração. 


p n 
S [A (o) + fe (2)] dia pa 2 [A (E) + fo ÈD] Az, = 


= lim LÈ (8) Aa + Y fh) 42] 


max Ax>0 i= 


= lim > h (E) Az; + lim > fa (Ei) Az, = 
max Ax>0 i=] max Ax>0 i=1 
b b 
= $ fı (£) dz + | fa (2) dz. 
A demonstfacáo é válida para um número arbitrário de funções. 
As propriedades 1 e 2, demonstradas para o caso a < b, subsistem 
para a > b. 


Todavia, a propriedade seguinte não tem lugar a não ser para 
a <b: 


Propriedade — 3. Se sobre. o segmento [a, b], (a < b), as funções 
f(x) e p(x) satisfazem à condição f(x) < ọ (x), tem-se 


Íri dx < $e dz. (3) 


Demonstração — Consideremos a diferença 


b b b 
[o (2) dz — Í f (2) de= $ [ẹ (2) —1(9]d:= 


= lim È lo @) — Gi] Az, 


max Ax>0 i 


Tem-se q (E;) — f (E;) > 0, Az; > O. Então, cada um dos ter- 
mos é positivo ou nulo, e do mesmo modo a soma e o seu limite 


b 
Sioe) —7(2)] dz >-0 


'ou 


b b 
| q (2) dz — $ f (2) dz > 0 
donde se deduz a desigualdade (3). 


Se f(x)>0 e p(x)>0, a fig. 213 dá uma ilustração geomé- 
trica desta propriedade. Resulta de y (x) > f(x) que a área do trapézio 
curvilíneo aA,B,b não é superior à do trapézio a4,B,b 
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Propriedade --4. Sendo m e M, respectivamente, o menor e o 
maior valor de f(x) sobre o segmento [a, b] e a < b, tem-se 


m (b — a) < < frod <M (b— a). (4) 
Demonstração — Tem-se, por hipótese, 


m < f(z) <M 


Deduz-se da A na a 
b 
$ mdz < fla) dr< | M dz. (4) 


{ mdr = m (b — a), f Mdr—M(b—a) 


(ver exemplo 3, $ 2, Cap. XI). Substituindo estas expressões na 
desigualdade (47), obtém-se a desigualdade (4). 


Quando f(x) > 0, esta condição está ilustrada geométricamente 
pela fig. 214: a área do trapézio curvilíneo aABb está empreendida 
entre as áreas dos rectángulos aA,B,b e a4.B,b. 


Propriedade — 5. (Teorema da média). Sendo a função f (x) con- 


tínua sobre o segmento (a, b], existe sobre este segmento um ponto £ 
tal que se tem: 


b 
$ f(x) dz = (b — a) Í (8). (5) 
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Demonstração — Seja, para fixar ideias, a < b. Se m-e M são, 
respectivamente, o menor e o maior valor de f(x) sobre [a, b], tem-se, 
em virtude da fórmula (4), b 


m< [ido <M 
b—a 


a 


Dondé E 


AV rar u, ù m<u<M. 


a 
Sendo f(x) contínua, toma todos os valores compreendidos entre 


m e M. Ter-se-á, então, para um certo valor É (a < E < b) u = f (E), 
ou seja 


ba 


| d= (b — a). 
Propriedade — 6. Sendo a, b, c três números arbitrários. tem-se 
b c b 
$ f (2) dz = $ f (z) de + $ f (2) dz, (6) 


desde que estes três integrais existam. 
Demonstração — Suponhamos, primeiramente, que a<c<b e 


formemos a soma integral para a função f(x) sobre [a, b]. 

Dado que o limite das somas integrais não depende do modo 
de corte de [a, b], cortaremos [a, b] em segmentos parciais de modo 
que c sa um ponto de divisão. Decomponhamos, em seguida, a soma 


integral y correspondente ao segmento [a, b] em duas somas S 
Cc a 


e >, correspondentes, respectivamente, aos segmentos [a, c] e [c, b]. 


Temse nestas condições 
b c b 
2 (E) Az; = 2 f (&:) Az; + 21 (E) Az,. 


Passando a limite quando max Ax, > 0, obtém-se a relação (6). 
Se a < b< c, pode-se escrever, em virtude do que precede: 


Cc 


| f(x) dz = É (o) da + | f (a) de 


a 
ou 


b c c 
J f(x) dx = f f (2) de — Ef (x) de; 
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mas, em virtude da fórmula (4) do $ 2: 
c b 
f f (z) dz = — Í f(x) dz, 
b e 
por conseguinte, 
b c b 
f f (2) de = $ f (2) de + $ f (2) de. 
Demonstra-se, duma maneira análoga, esta propriedade para uma 
disposição qualquer dos pontos a, b e c. 
A figura 215 ilustra a propriedade 6 
no caso em que f(x)>0 e a<c<b; a 
área do trapézio aABb é a soma: das áreas 


dos trapézios aACc e cCBb. 


$ 4. Cálculo do integrál definido. 
Fórmula de Newton-Leibniz 


No. integral 


Ela) dx Fig. 215 


fixemos o limite inferior a e façamos variar o limite superior b. 
O valor do integral variara, por conseguinte, isto é, que o integral 
será uma função do seu limite superior. 

Designemos o limite superior por x para voltar às notações 
familiares e, para evitar qualquer confusão, designemos a variável de 
integração por t. (O valor do integral não 
depende da designação da variável de inte- 


x 
gração). Tem-se o integral | f (t) dt. 
Sendo a constante, este integral é 
uma função do seu limite superior x. 
Seja ®.(x) esta função: 


OD (x) = ) Í (t) dt. (1) Fig. 216 


Se a função f(t) for não negativa, 
& (x) é, numêricamente, igual à área do 
aAXx (fig. 216). É evidente que esta área varia com x. | 
Determinemos a derivada de &(x) em relação a x, isto é, a 
derivada do integral (1) em relação ao seu limite superior. 
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Teorema — 1. Sendo f(x) uma função contínua e se se faz 
$ (x) = ff(ydr, 
9” (x) = f(x). 


Por outras palavras, a derivada dum integral definido em relação 
ao seu limite superior é igual à função debaixo do sinal de soma na 
qual a variável de integração foi substituída pelo valor do limite 
superior (sob a condição de a função debaixo do sinal soma ser 
contínua). 


-~ Demonstração — Dando à variável x um acréscimo arbitrário Ax 
positivo ou negativo, tem-se (tendo em atenção a propriedade 6 do 
integral definido): 


x+ 4x x x+ Ax 
D(z + Az) = $ f(t)dt=f$f(t)dt+ | fit) dt. 


O acréscimo da função $ (x) € igual a 


AD =0 (x + Az) — OD (1) = 
x x+ Ax x 
=$f(t)d+ $ f (e) dt — 4 f (8) de, 
ou seja E É 
x+ Ax 


AD= $Í f(t)dt. 
Apliquemos a este último integral o teorema da média (pro- 
priedade 5). 
AD = (E) (z + Az — 2) = f (Ẹ) Az, 


em que £ está compreendido entre x e x + Ax. 
Formemos o quociente do acréscimo da função pelo acréscimo 
da variável: 


AD Ar 


de a 10 


Por conseguinte, 


D' (x) == lim = lim lim O. 


Ax—> t 
Mas: como é > x quando Ax > 0, tem-se 


en e 
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e como f(x) é contínua 
lim f (8) = f (2). 
Es 
Tem-se, pois, &' (x) = f(x) e o teorema está demonstrado. 
Este teorema admite uma ilustração geométrica simples (fig. 216): 
o acréscimo A® =f(£) Ax é igual à área do trapézio curvilíneo de 


base Ax e a derivada 9 (x) = f(x) é igual ao comprimento do 
segmento xX. 


Nota — Resulta, especialmente do teorema demonstrado, que toda 

a função contínua admite uma primitiva. Com efeito, se a função f(x) 

é contínua sobre o segmento [a, x], como foi indicado no $ 2, Cap. XI, 
Xx 


o integral | f (t) dt existe, isto é, que existe a função 
D (2) = Í f (t) dt 
a 


que é, como se demonstrou em cima, uma primitiva de f(x). 


Teorema — 2. Sendo f (x) uma primitiva da função contínua f (x), 
tem-se | 


b. 
$ f (2) dz = E (b) — F (a) . (2) 


Esta fórmula chama-se a fórmula de Newton-Leibniz (*). 
Demonstração — Seja F (x) uma primitiva de f(x). 
x 
Segundo o teorema 1, a função | f (t) dt é também uma primi- 
a 


tiva de f(x). Ora, duas primitivas arbitrárias duma dada função 
distinguem-se por uma constante C*. Pode-se escrever, por conseguinte, 


f f (t) dt = F (x) + Cs, (3) 


Sendo C* adequadamente escolhido, esta igualdade é verdadeira 
para todos os x; é, então, uma identidade. Para determinar a cons- 
tante C*, façamos nesta identidade x =a; então, 


1 (() di = F (a) +C, 


(*) Notemos que este chamamento da fórmula (2) é convencional, 
porque nem Newton nem Leibnitz deram, explicitamente, esta fórmula. Mas 
é importante sublinhar que foram, precisamente, Leibniz e Newton, quem 
primeiramente estabeleceram o elo de ligação entre a ihtegração e a derivação 
que permitiu enunciar uma regra de cálculo: dos integrais definidos. 
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ou 
0=F (a) +C”", 
logo, 
C*= —F (a). 
Por conseguinte, 


S Idt = F (2 — F (a). 
Fazendo x= b, obtém-se a fórmula de Newton-Leibniz: 
a = FO — FO 
ou, voltando à variável de integração x, 
$10) dx = F (b) — F (a). 


Notemos que a diferença F (b) — F (a) não depende da escolha 
da primitiva F, porque todas as primitivas se distinguem umas das 
outras por uma constante que desaparece na subtracção.. 

Introduzindo a notação (*). 


F (b) — F (a) = F (2) |a, 
pode-se pôr a fórmula (2) sob a forma 


b 
$ F (2) de= F (2) ja = F (b) — F (0). 


A fórmula de Newton-Leibniz fornece um meio de cálculo prático 
dos integrais definidos quando se conhece uma primitiva da função 
a integrar. É a descoberta desta fórmula que conferiu ao integral 
definido o alcance que ele tem hoje em matemáticas. Se bem que 
um processo análogo de cálculo do integral definido no que respeita 
ao limite duma soma integral fosse já conhecido na Antiguidade (Arqui- 
medes), as aplicações deste método eram limitadas, todavia, aos, casos 
mais simples em que o limite da soma integral podia ser calculado 
directamente. A fórmula de Newton-Leibniz ampliou considerâvelmente 
o domínio da aplicação do integral definido, tendo os matemáticos 


(*) Utiliza-se as duas transcrições equivalentes 
F (b) — F (a) = [F (vols 


F (b) — F (a) = F (2) lb: 
Utilizaremos, em seguida, indiferentemente uma ou outfa transcrição. 
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recebido um método geral que permitiu resolver diferentes problemas 
particulares, e daí resultou um alargamento considerável da esfera das 
aplicações do integral definido em técnica, mecánica, em astro- 
nomia, etc. 


Exemplo — 1. 
b 
dr— x2 |b b2 — a2 
| AS 2 
a 
Exemplo — 2. A 
x3 |b b3 —a3 
2 TT — paran) 
f E A 
a 
Exemplo — 3. 
b 
qn+l1 jb bnti —aqar+ti 
n = A es = 
f= dz = ra E (n+ —1) 
a 
Exemplo — 4. 
| arme =e ça, 
a 
a 
Exemplo — 5. 
21 
21 
| sen z dz — — cos 1 i = — (cos 21 — cos 0) = 0. 
0 
Exemplo — 6. 
1 
Y z dz 1 - 
'-  — == V 4 z2 = 2—4. 
Vira dls “aid 


$ 5. Mudança de variável 'num integral definido 


Teorema — Seja dado o integral 
b 
Í f (2) dz, 


em que f(x) é contínua sobre o segmento [a, b]. 
Introduzamos a nova variável t pela fórmula 


z = ọ (t). 
Se 
1) p(a)=a, p(B) =, 
2) y(0) e y (1) são contínuas sobre o segmento la, Al, 


446 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
3) flv(t)] é definida e contínua sobre [a, 8], então, 


b B 
| f (z) dz = 3 flo (Ol y (t) dt. (1) 


Demonstração — Se F (x) é uma primitiva de f (x), pode-se escrever 
as igualdades seguintes: 


| f(z) de= F (21) +C, (2) 
f Fip O] y (t) dt = Fio (t)] + C (3) 


de que se verifica a legitimidade derivando os dois membros em 
relação a t. (Ela resulta também da fórmula (2), § 4, Cap. X.) Deduz-se 
da igualdade (2): 


b 
(f(x) dz = F (2) la = F (b) — F (a) 
e da igualdade (3): 
j fip ()] y (t) dt = F [q (O) E = 


= Flo (B)] — Flo (a)] = F (b) — F (a). 


Os segundos membros destas igualdades são iguais e, por con- 
seguinte, os primeiros são-no também, c. q. d. 


y 


Fig. 217 


Nota — No cálculo do integral definido pela aplicação da fór- 
mula (1) não voltamos à antiga variável. Os valores numéricos dos 
dois integrais da igualdade (1) são iguais. 


Exemplo — Calcular o integral 


| Vaaa. 
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Resolução — Façamos a mudança de variável; 


z=rsent, dr=rcost dt. 


Determinemos os novos limites: 
z=0 pour t=0, 


T 
z=r pour t=> + 


Por conseguinte, 
ELI x 
r 2 2 
| r2 — r? dz = | Vr2—r2 sen? tr cos t dt==r? | Vi-—sen? t cost dt = 
0 Ú 


0 


E E 
2 2 
; 1 4 t sen 2t 
=p? didi (5+5 00822) de=r2 [++ 7 | qe 
0 


Geomêtricamente, calculámos a área do quarto de círculo x? + y? = r? 


(fig. 217). 


$ 6. Integracáo por partes 


Sejam u e v duas funções de x deriváveis. Tem-se 
(uv) uv + uv”. 


Integrando os dois membros desta identidade de a a b, obtém-se: 


b b b 
' ( (uv) dz = (uvdr+ | uv dz. (1) 
À b b 
Dado que | (uv) dr =uv + C, tem-se | (wy de= uv A 


pode-se, então, escrever a igualdade (l) sob a forma 


b b 
uvla = f vdu + f udv, 
a a 


ou, finalmente, 


b b 
| udv= uv — Í vdu 


a 
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e 
2 


Exemplo — Calcular o integral Zn = | sen” z dz. 


ze e z 
2 2 2 
m | sen? z dr= said a sen n-i z d cos z= 
w N 
0 0 u dv 
n 
m 2 
2 
= —sen "-1 z cos z A +(n— 1) | sen”-2 z cos z cos z dz = 


x x 
2 


=(n—1) | senna z cos? z dr=(n— 1) | sn n-2 z (1—sen3 x) dz = 
x x 
2 o 


=(n—1) | sen”-2 q dx — (n— 1) | sen” z dz. 


Com as notações escolhidas, pode-se tornar a copiar a última igualdade 
sob a forma 
In=(n—1) In 2—(n—1) In, 


donde se obtém: 
n—1 


In=—— In-2 (2) 
Obtém-se, do mesmo modo: 
In = In 
e, então, 
Ma ne 


Continuando assim, chega-se até IL, ou I,, segundo a pariedade de n. 
Examinemos os dois casos: 


1) n € par, n= 2m: 


1. _2m-i 2m-3 31 
2m — Im m3" "370%; 


2) n é ímpar, n=2m+ 1: 


2m 2m—2 2 
mpi m1 0005034 


ni 


Destas duas fórmulas resulta a fórmula de Wallis, que exprime 5 sob 


a forma de produto infinito. 
Com efeito, deduz-se destas duas últimas fórmulas, dividindo membro a 
membro: 


St. A mm Tom (3) 
2 3-5... (2m— 1) 2m-+ 1 Tom 3 
Mostremos agora que, 


lim fem =1. 
m-—>00 T2m+1 


x 
Tem-se, qualquer que seja x no intervalo (o, 7) 


sen2m-1 y > sen 2m y >Ssen2m+1 z, 


Integrando de 0 a S , Obtém-se 


T2m-1 > Tom > T2m+1» 
donde 

Tos I 

F2m+1 Tom 


Resulta da igualdade (2): 


T2m-1 _ ¿m4 1 
Tomy am 


Por conseguinte, 
lim 22m1 — lim Zeti 


m-00 1 2m+1 m-—»00 2m 


= 
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Deduz-se da desigualdade (4): 


lim Tom =4. 
m-— 00 Tom+1 


Passando ao limite em (3), obtém-se a fórmula de Wallis: 
Ti 2.4.6... 2m y 1 ] 
Ds 2.0 2¿m+4J) ` 

Pode-se tornar a copiar esta fórmula sob a forma: 


JU : 
gs a o 2m—1 eai E 


$ 7. Alargamento da noção de integral 
l. Integrais com limites infinitos. 


Seja f(x) uma função definida e contínua para todos os x tais 
que a<x< + o. Consideremos o integral 


b 
I (b) = $ s (x) dz. 
Este integral tem um sentido para todo b > a. Quando b varia, 


o integral varia, ele é uma função contínua de b (ver $ 4, Cap. XD. 
Estudemos o comportamento deste integral quando b > + œ (fig. 218). 


Fig. 218 


Definição — Quando o limite seguinte 


lim TE dx 
b>+0 a 


existe, representa-se-lo por 
Foo 
( f(x) dz. 
Tem-se, por definição, 
+00 b 
$ f(1)dz= lim | f (x) dz. 
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-+oo 
Diz-se, ainda, que o integral f f (1) dx existe ou converge (*). 
b 
Se | f(x) dz não tem limite finito quando b> + o, diz-se que 


+-00 


) f (x) dz não existe ou diverge. 
É fácil de ver qual é o senando geométrico do integral 7 f(x) dr 


quando f(x) > 0: se o integral Us f (x) dz representa a área do domí- 
a 


Fig. 219 Fig. 220 


nio delimitado pela curva y = f(x), o eixo das abcissas e as rectas 


+00 


x=a, x= b, é natural dizer-se que O integral Í f (x) dz exprime a 
a 


área do domínio infinito compreendido entre as curvas y = f(x), x=a 
e o eixo dos x 

Define-se, duma maneira análoga, os integrais noutros intervalos 
infinitos: 


Í f@)dr= lim [f(o)de, 
+00 E +00 
$ f@de= Í (9) d2+ $f (o) ds. 


Esta última igualdade deve ser compreendida como se segue: 
se cada um dos integrais do segundo membro existe, dir-se-á que 
o integral do primeiro membro existe (converge). 

+00 


Exemplo — 1. Calcular o integral | i dz z 219 e 220). 


Resolução — Tem-se, por definição, ° 


+00 


Vi im [= E 
IFA raro Trash Sy Ei i 
0 0 


= lim arct pe 
b>+-oco g 2 


(*) Chama-se, também, por vezes integral impróprio. 
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O integral considerado exprime a área do domínio infinito tracejado 
na figura 220. 


Exemplo — 2. Discutir os valores de a para os quais o integral 


converge ou diverge (fig. 221). 


Resolução — Dado que (para a Æ 1) 


b 
==; 1—a b 1. 1— 

e z Aa” pia [002 1], 
1 

tem-se 

tO gJr 4 
; | = lim z= (ie 4), 
Y-qa x boo 1— 


Por conseguinte, 
a<i 


+00 
Of . dz 1 
y se a >i, | za ai’? integral converge; 


E 


Fig. 221 wazi f — cœ, integral diverge. 


+00 
Quandoa=1, | C=Loga| 
1 


=o, o integral diverge. 


to as 
Exemplo — 3. Calcular | ra 
Resolução. = 
+o 4.00 
da (dz dz 
f pas o j marja 
ES KA a a 


O segundo integral é igual a 5 (ver o exemplo 1). Calculemos o 
primeiro integral: 
0 
(de y, li tg =| 
== == arc T 
| 1412 OS f TF i+z 1422 o g a 


— SO 


= lim (arc tg U—arc tg => p 


Aa—=>-— 00 


Por conseguinte, 
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Em muitos casos, basta estabelecer que o integral dado converge 
ou diverge e avaliar o seu valor. É útil basear-se, para este efeito, 
nos teoremas seguintes que limitar-nos-emos a enunciar e dos quais 
mostraremos as aplicações nos exemplos. 


Teorema — 1. Se, qua que seja x (x > >» se tem a desi- 
gualdade O < f (x) < (A) e se T e (x) dx converge, $ f (x) dx converge 


também e 
+00 


+. 00 
f fdr< $ pla az. 


+00 
p t dr 
Exemplo — 4. Estudar a convergência do integral 2 (Ipe) ; 
1 
Resolução — Notemos que para 1<Xx 
1 1 
l 12 (1 4 e*) < 
Seguidamente, 
) 1 1 [+> 
— di=—— | e —1. 
z2 x lí: 
Logo, 
+00 


converge e é inferior à unidade. 

Teorema — 2. Se, qualquer que seja x (x > a), se tem a desi- 
gualdade O < ọ (x) < f (x) e se e (x) dx diverge, o integral Te (x) dx 
diverge também. j É 


Exemplo — $; Estudar a convergência do integral 


+œ 
+14 
va” 
Verifica-se que 
a t 41 
Va” V= Vz 


Ora, 
+00 


Por conseguinte, o integral dado diverge. 


— 1) 
= lim 2Vz 
b>-+00 v 1 
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Os dois teoremas anteriores respeitavam aos integrais de domínios 
de integração infinitos, não sendo negativa a função sob o sinal soma. 
Quando se integra num domínio infinito uma função f(x) de sinal 
variável, tem-se o teorema seguinte. 


+o 
Teorema — 3. Se o integral 3 | £ (x) | dx converge, o mesmo sucede 

a y f (x) dx. 
Diz-se, então, que este último integral é absolutamente convergente. 


Exemplo — 6. Estudar a convergência do integral 


+oo 
sen £ 
| sento 


r3 
1 


Resolução — Aqui, a função a integrar é de sinal variável. Tem-se, 


+00 
à dz 1 +% 4 
. Mais | a ~ 373 Ñ =g: 


| sen z 
| z3 


<|+ 


z3 


ed 


Por conseguinte, o integral ME dx converge. Daí resulta a con- 


vergéncia do integral dado. 
2. Integral duma função descontinua. 


Seja f(x) uma função definida e contínua quando a<xc<c, 


não sendo a função definida no ponto x = c, ou, melhor ainda, tendo 
c 


uma descontinuidade. Pode-se definir, então, ( f (x) dz como limite 


a 
de somas integrais, não sendo f(x) contínua sobre o segmento [a, cl 
e podendo este limite náo existir. 


Define-se, como se segue, o integral í f (x) dx duma função f(x) 
descontínua no ponto c: 
c b ` 
(fg) dr= lim (f(x) dr. 
a b>c—0 a 
Este integral diz-se convergente quando o limite do segundo 
membro existe, e divergente no caso contrário. 


Se a função f (x) tem uma descontinuidade na extremidade esquerda 
do segmento [a, c] (isto é, para x = a), põe-se, por definição, 


tes ua a 
a b>a+o b 
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Se f (x) tem uma descontinuidade num ponto x = x, no interior 
do segmento [a, c], põe-se 


Í F(a) de= | f (a) de + Í f(a) da, 


quando os dois integrais do segundo membro existem. 


Exemplo — 7. Calcular 


1 
| dz 
A Vi=zx' 
Resolução. 
1 b 
| n lim | A gas 
Vi-z vaio 7 Vi—z 


=— lim 2 Y1—x|P=— lim 2[y1=5-—4]=2. 
b>1—0 b=>1—0 


dx 
= Fig. 222 


1 
Exemplo — 8. Calcular o integral | 
—1 


Resolução — Tendo a função sob o sinal soma uma descontinuidade no 
ponto x= 0, decompor-se-á o integral em dois: 


1 4 e1 F 1 
[dm + tim E. 
T ei>—0, i T RTO T 

== 2 


Calculemos cada limite separadamente: 


e1 
; dz 4 le : 4 4 
lim === li — = — lim (5>—5)=o. 
e1>—0 T ei>-0 T |-1 e1>—0 €1 —1 


Por conseguinte, o integral diverge no intervalo [— 1, 0]. Por outra via: 


lim (i= lim (1-2) =0. 
T e2>+0 


Então, o integral diverge igualmente no intervalo [0, 1) 
Vê-se que o integral dado diverge sobre o segmento [— 1, 1). 
Se se o tivesse integrado, omitindo a descontinuidade no ponto x= 0, 


ter-seiia obtido um resultado erróneo. Com efeito, 


dz En 
ae z 
= 
o que é evidentemente falso (fig. 222). 
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Nota — Se a função f(x) definida no segmento [a, b] possui 
sobre este segmento descontinuidades em número finito nos pontos 
41, Ga, ..., Gn, define-se o integral de f(x) sobre o segmento [a, bl, 
como se segue: 


aq b 
fa dz = fidt fidt.. $ f (a) dz, 


A Cry O 


se cada um dos integrais da direita converge. Se um qualquer destes 
b 
integrais diverge, então | f(x) dr diz-se divergente. 


a 
Para determinar a convergência dos integrais das funções descon- 
tínuas e avaliar os seus valores, é muitas vezes possível utilizar teoremas 
análogos aos teoremas sobre os integrais com limite infinitos. 


Teorema — 1”. Se as funções f(x) e p(x) são descontinuas no 
ponto c do segmento [a, c], se se tem em cada ponto deste segmento 
a desigualdade 


p (z) > f (2) > 


c e 
e se | p(x)dx converge, o mesmo sucede a $ f(x) dx. 

a a 

Teorema — 2. Se as funções f(x) e p(x) são descontínuas no 
ponto c do segmento [a, c], se se tem em cada ponto deste segmento 


f (2) > p (2) > 


e e 
e se | p(x)dx diverge, o mesmo sucede a $ f(x) dx. 
a a 


Teorema — 3”. Se a função f(x) é de sinal variável sobre o 
segmento [a, c], se ela é descontínua somente no ponto c e se o inte- 


gral | É (x) |dx do valor absoluto desta função converge, o mesmo 


aa a f f (x) dx. 


1 E 
Muitas vezes toma-se -———— como função de comparação. 


(c — z) * 


e 
É fácil de ver que | ——- dz converge para a < 1, diverge para 


a >l. 


Isto respeita igualmente aos integrais Í 


Ea 


4 
| G oi dx 
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1 
E —9. O i — dr 
Exemplo —9. O integral l V24 425 converge? 


Resolução — A função a integrar é descontínua na extremidade esquerda 
do segmento [0, 1]. Obtém-se, comparando-a à função Y A 
z. 
1 
Vitis A 
1 
O integral. | ad existe. Daí resulta que ls dz, o integral 
5 z1? 0 Vz +423 


da função dada, que é menor, existe também. 


$ 8. Cálculo aproximado dos integrais definidos 


Indicámos, no fim do Capítulo X, que a primitiva duma funcáo 
contínua arbitrária podia não se exprimir por meio de funções ele- 
mentares. O cálculo dos integrais definidos pela aplicacáo da fórmula 
de Newton-Leibniz .é, então, difícil e tem-se de recorrer a diversos 
métodos de cálculo aproximado. Vamos expor, agora, vários métodos 
de integração aproximada, partindo da noção do integral: definido como 
limite duma soma. 


I. Fórmula dos rectángulos — Seja dada sobre o segmento [a, b] 
uma função contínua y = f(x). Propõe-se calcular o integral definido 


b 
f F (2) de. 


Cortemos o segmento [a, b] pelos pontos a = Xo, Xi, Xz, .... Xn = b 
em n partes iguais de comprimento Ax: 


b—a 


Az = 


n 


Designemos, seguidamente, por Yo, Yi» Yz» ...» Yn -1s Yn OS valores 
da função nos pontos Xo, Xi, Xz, ..., Xn, Seja: 


Yo = Í (20); — Yi =H (1); ---; Yn = Í (Tn). 
Formemos as somas 
Yo Az + y, AT +... + Yni Az, 
Yı Az + y, Az +... + Yn AZ. 
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Cada uma destas somas é uma soma integral para a função 
f(x) sobre o segmento [a, b] e, por conseguinte, representa, aproxi- 
madamente, o integral 


n 


b 
(ma mtn Hat. + Und (1) 


n 


b 
| rodem mnnt.) (1) 


São as fórmulas dos rectângulos. Resulta da fig. 223 que se f(x) 
é uma função positiva crescente, a fórmula (1) representa a área dos 
rectángulos que se encontram sob a curva y=f(x) e (1), a área 
dos rectângulos que se estendem sobre a curva. 


Iga I, Ly Ty Tb E 
Fig. 223 Fig. 224 


O erro cometido, ao calcular o integral, segundo a fórmula dos 
rectângulos, é tanto mais pequeno quanto maior for n (isto é, que os 


segmentos parciais Ax = b—a são menores). 
n 


II. Fórmula dos trapézios — É natural esperar-se um valor mais 
exacto do integral definido se se substituir a curva dada y = f(x) 
não por uma curva em escada, como para a fórmula dos rectângulos, 
mas .por uma Jinha quebrada inscrita (fig. 224). Toma-se, então, em 
vez da área do trapézio curvilíneo aABb a soma das áreas de trapézios 
rectángulos cujas cordas 44,, A;4»>, ..., A, -4B figuram entre os lados. 
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En nã: Yı + Yo Az, 


Sendo as áreas destés trapézios, sucessivamente, > 


tem-se: 


b 
| rem do a (PEH arp EH aos 


.. RE ta Yn az) , 


b 
[ride = te (nto pudor ma). (2) 


É a fórmula dos trapézios. 
O número n é tomado arbitrâriamente. Quanto maior for n e mais 
b—a 


pequenos forem os segmentos parciais Ax = , mais precisa é a 


n 
aproximação fornecida pela expressão do segundo membro da igual- 
dade aproximada (2). 


HI. Fórmula dus parábolas (fórmula de Simpson) — Dividamos 
o segmento fa, b] num número par n = 2m de partes iguais. Substi- 
tuamos a área do trapézio curvilíneo correspondente aos dois primeiros 
segmentos [xo, xı] e [x,, x.] e delimitado superiormente pela curva 
dada y = f(x), pela dum trapézio curvilíneo semelhante limitado por 
uma parábola do segundo grau que passa pelos três pontos: 


M (Zo, Yo); M; (Tı; Ya); M, (Ta, Ya), 


e cujo eixo é paralelo ao eixo Oy (fig. 225). Chamaremos a um tal 
trapézio um trapézio parabólico. 
A equação duma parábola, cujo eixo é paralelo ao eixo Oy, 


escreve-se 
y = Az’ + Bz +C. 


Determinam-se os coeficientes A, B, C unìvocamente da condição 
de a parábola passar pelos três pontos dados. Constroiem-se parábolas 
análogas para os outros pares de segmentos. A soma das áreas dos 
trapézios parabólicos fornecerá um valor aproximado do integral. 

Calculemos, primeiramente, a área dum trapézio parabólico. 


Lema — Um trapézio curvilíneo delimitado pela parábola 
y = Az + Bzr +C, 
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o eixo Ox e duas rectas paralelas ao eixo Oy distantes de 2b, tem 
por área 


S= Š (Y +4 + a). (3) 


em que yo e y: são ordenadas extremas e y, a ordenada da curva 
no meio do segmento. 


Demonstração — Tomemos os eixos de coordenadas como está 
indicado na figura 226. 


y 


y 
y=Axt+Bx+C 


Fig. 225 Fig. 226 


Deduzem-se os coeficientes da parábola y = Ax? + Bx + C das 
equacóes seguintes: 


t==—h, Yo = Ak? — Bh +4- C; 
x, =0, y = C; | (4) 
T,= A, yy = Ah? + Bh+C. 


Supondo os coeficientes A, B, C, conhecidos, calcula-se a área 
do trapézio parabólico por meio do integral definido: 
h 


S = | (Ar + Br + O dr = 


3 D.2 h 
AT Bz | = + (24h + 60). 


Mas resulta da igualdade (4) 
Yo + 4y1 + y2 = 24h? + 6C. 
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Por conseguinte, 


= Z (uo + 4Y + Ya) 


c. q. d. 
Voltemos ao nosso problema inicial (ver fig. 225). Utilizando a 
fórmula (3), pode-se escrever as igualdades aproximadas (h = Ax): 


| Fa) da m E (o + 4 + Ja), 


xa 


roo tus + 


R 


Xam=b 
A 
| f(x) dz = E (Yam-2 F 4Yam- + Yom). 


Xem-s 


Juntando membro a membro, obtém-se, à esquerda, o integral 
procurado e à direita o seu valor aproximado: 


b 
| rc da as DE quo + + Da + As + 


+ 2Y2m-e + 4Yama F Yom), (5) 
ou melhor 


b 


(rar = 


a 


b 


mo [vo + Yam + 2 (Ya + YE >>> E Yoma) + 


+ 4(Yy + Yy: +... + Yem-1))- 


É a fórmula de Simpson. O número de pontos de divisão 2m 
é arbitrário, mas quanto maior ele for, mais a soma do segundo 
membro de (5) nos dá um valor exacto do integral (*). 


(*) Para determinar o número de pontos de divisio que é preciso 
tomar para calcular o integral com uma precisão dada, poder-se-á utilizar 
fórmulas que permitam avaliar o erro que resulta do cálculo aproximado do 
integral. Não indicaremos aqui estas avaliações. 
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Exemplo — Calcular aproximadamente 

2 

Log 2= | 

1 

Resolução — Dividamos o segmento [1, 2] em 10 partes iguais (fig. 127). 
Facamos 94 


Azr= “0 OL, 


E 
=. 


e formemos o quadro dos valores da função sob o sinal soma: 


Ye =0,62500 
y7] = 0, 58824 


Ya = 0.55556 

Yo = 0,52632 

y10 = 0,50000 
ys = 0,66667 


Il. Obtém-se segundo a primeira fórmula dos rectângulos (1): 


z 
1 
Obtém-se segundo a segunda fórmula dos rectángulos (l): 


| dx =0,1 (Yot yu... Yo) =0,1-7,18773=0,71877. 


2 
| AE 0,1 (urua+----FU10)=0,1-6,68773=0,66877. 
1 


Resulta imediatamente da figura 227 que no nosso caso a primeira 
fórmula dá o valor do integral por excesso e o segundo por defeito. 
II. Obtém-se segundo a fórmula dos trapézios (2): 
2 


| E =0,1 (4 6,18773 ) =0,69377. 
1 


HDI. Tem-se segundo a fórmula de Simpson (5): 


2 
[ dz ml [yo Huso +2 (ua + vao ve) +4 (yaa deus ria Aro) = 
1 


== (1 4+0,5-+2-2,72818 + 4+3,45955) =0,69315. 

2 

Na realidade, Log 2= | 
1 


dx 


— =0,6931472 (a menos de sete casas decimais). 
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Por conseguinte, dividindo o segmento [0, 1] em dez partes iguais, a 
fórmula de Simpson dá cinco décimais exactas, a fórmula dos trapézios, 


somente três, e apenas podemos responder à primeira décimal quando se 
aplica a fórmula dos rectángulos. | 


$ 9. Fórmula de Tchébychev 


Nos cálculos técnicos, tem-se muitas vezes de recorrer á fórmula 
de integracáo aproximada de Tchébychev. 
b 


Seja ainda calcular | f (x) dz. 


a 
Substituamos a função sob o sinal soma pelos polinómios de 
interpolação de Lagrange P(x) (§ 9, Cap. VII) tomando sobre o 
segmento [a b]n certos valores da função: f(x), f(X). ..., f(Xm), 
onde xı, Xz, ..., Xn são pontos arbitrários do segmento [a, b]: 


P (2) = TE EE) TOE 


(2, — Lo) (T1 — Eg)... (2, — Tn) 


Eome ta e m F(z) + 


(Zz — E) (Tz — Lg)... (Zo — Tn) 
+ (£ — 1,) (T — T2) . . . (T — Lp_1) Í (£a). (1) 


(La e Tı) (Zn o T3) Es (Zn E Zn 1) 
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Obtém-se a fórmula seguinte de integração aproximada: 


b b 
$ f (2) de œ | P (2) dz (2) 


que, após cálculos, toma a forma 


b 
| f (2) de = Cf (11) + Caf (22) +... +Cnf (Zn), (3) 


em que os coeficientes C, são dados pelas fórmulas 
b 

Cua | ia Ly)... (E — Ej) (T — Ti+1) . . . (1 — Tn) dz (4) 
A (Ti — 21)... (Zi — Zi) (Ti — Zi)... (Ti — Tn) 

A fórmula (3) é difícil e incómoda para os cálculos, dado que 
os coeficientes C, se exprimem em função de fracções complicadas. 

Tchébychev pôs o problema inverso: dar, não as abcissas Xi, 
Xz» ...» Xn, mas os coeficientes C,, C2, ..., Cn e determinar as abcissas 
Xis X2, ..., Xn. 

Tomam-se os coeficientes C¿ de modo que fórmula (3) fique 
o mais simples possível para os cálculos. É, evidentemente assim quando 
todos os C; são iguais: 


Clica ta 


Designando o valor comum dos coeficientes C,, C2, ..., Cn por Cn, 
a fórmula (3) torna-se 


(des Calf (2) +$ (Ed +... + fem) (5) 


A fórmula (5) representa, em geral, uma igualdade aproximada, 
mas se f(x) é um polinómio de grau não superior a n — 1, tem-se, 
então, uma igualdade exacta. É esta circunstância que permite deter- 
minar as quantidades Cn, Xı, X2, ..., Xn. | 

A fim de obter uma fórmula que convenha a todo o intervalo 
de integração, reduzamos o segmento de integração [a, b] ao segmento 
[— 1, 1]. Façamos, para esse efeito 


yat b b—a 


E 


t; 


ter-se-á, então, x =a para t= — l e x=b para t=1. 
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Por conseguinte, 


bo 1 1 
_b—a a+b = =t—e| d 
| 10m fal a a t | dt 5 Em t, 


em que se designou por ọ(t) a função de t sob o sinal soma. Por 
conseguinte, a integração duma função f(x) dada sobre um segmento 
[a, b] pode ser sempre (reduzida à integração duma outra função q (x) 
sobre o segmento [— 1, 1]. 

Assim, o problema reside em escolher os números Cn, Xi, Xz, ..., Xn 
na fórmula 


Y Ja da =Calf (e) +1 (2) +- F (En) 6) 


de modo que esta fórmula seja exacta para toda a função f(x) da 
forma | 


f (1) = w + aT + a + -oo ap al (7) 


Notemos que 
1 


1 
| Í (x) dx = | (ao + az + a? +... + an-z" DVdr= 


-1 = 
À UR e en) se é ímpar; 

= (8) 
o(a. 4 ea) sê é par. 


Por outra via, tendo em atenção (7), a soma do segundo membro 
da igualdade (6) é igual a 


Cn [na + a (ti Htt... +2) Halti trt... 
o HR) HH o H anala Ha H H Tn) (9) 
lgualando as expressões (8) e (9), obtém-se uma igualdade que 

deve ser verdadeira, quaisquer que sejam do, dı, Az, ..., In: 

a 
A E 
o í 
=C, [nao + a, (2, + x, + cc Ta) + 
talit rt... Hn.. 


amy "Am t+. ra Ml 
30 
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Igualemos os coeficientes de ao, q), Gs, ..., En-1 Nos dois membros: 


2=>C,n ou Ee: 
n 
Tı +T +...+2=0; 
2 n 
H+... +l: 10 
xı + 2 + + 3C, 3 ( ) 
E a +=0; 
2 n 
A nie 
Deduzem-se as abcissas xı, X2, ..., Xn destas n últimas equações. 


Estas soluções foram encontradas por Tchébychev para diversos valores 
de n. Damos abaixo as soluções que ele encontrou quando o número 
de pontos de divisão n é igual a 3, 4, 5, 6, 7, 9: 


Coeficientes 


Valores das abcissas Xl, X2, es 


zı = — z3 = 0,707107 


T = 


Ty = — zt; = 0,794654 
Tg = — 13 =0,187592 


= — 15 = 0,832498 
To = — z; = 0,3745414 


zı = —£g = 0,866247 
T3 = — T,= 0,266635 


Ty = — z7 = 0,883862 

TZ = — T =0,529657 ' 

13 = — Z5 = 0,323912 
z =0 


7, = — z4 = 0,911589 

z2—= — z; = 0,601019 

T3 = — T7 = 0,528762 

z, = — z = 0 167906 
z5=0 
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Por conseguinte, efectuar-se-á o cálculo aproximado do integral 
sobre o segmento [— 1, 1] aplicando a fórmula seguinte de Tchébychev: 


| rta) + HD ++ 
—1 


em que n é escolhido no grupo 3, 4, 5, 6, 7, 9, e estando x,, Xz, ..., Xn 
representados no quadro. Náo se pode tomar para n o número 8 
ou números superiores a 9; o sistema de equacóes (10) dá, entáo, 
raízes complexas. | 

Quando os limites de integração do integral dado são a e b, 
a fórmula de Tchébychev torna-se 


b 


ria 11) + 1a +... + HO 
b+a b—a f 
em que X; = “o + — fi (i=1,2,..., n), e tendo os x, os 


valores dados no quadro. 
Demos um exemplo de cálculo por aplicação da fórmula de 
Tchébychev. 


dz 
z 


Exemplo — Calcular (= Log 2). 


puta Cem NO 


Resolução — Reduzamos por uma mudança de variável, o segmento de 
integração ao segmento [— 1, 1]: 


Calculemos . este último integral para n=3, aplicando a fórmula de 
Tchébychev: 


1 
| sa = [f (0,707407) + (0) + f (—0,707107)]. 
“4 
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Dado que ; 


¡0=3-0 333333, 
f(—0 E A RR ,436130, 
i 3—0, 707107 2,292893 — 


tem-se 


37t 


1 
f q É (0,269752 + 0,333333 + 0,436130) = 
— 1 


= 5 -1,039215=0,692810 = 0,693. 


Comparando este resultado aos resultados fornecidos pelas fórmulas dos 
rectángulos, dos trapézios e de Simpson (ver o exemplo do parágrafo anterior), 
verifica-se que o resultado obtido pela aplicacáo da fórmula de Tchébychev 
(com três pontos de divisão) é mais preciso que o resultado obtido pela 
aplicação da fórmula dos trapézios (com nove pontos de divisão). 


Indiquemos que a teoria do cálculo aproximado dos integrais 
foi desenvolvido mos trabalhos de A. Krylov (1863-1945). 


$ 10. Integrais que dependem dum parámetro 


Derivação dos integrais que dependem dum parámetro. Seja o 
integral 


Io) = Six, a) dz (1) 


no qual a função sob o sinal soma depende dum certo parâmetro a. 
Se o parámetro a varia, o valor do integral variará também. Resulta 
que o integral definido é função de a; poder-se-á, então, designá-la 
por I(a). 


l. Suponhamos que f(x, a) e fa (x, a) são funções contínuas 
quando 
c<a<d e a<r<h. (2) 


Determinemos a derivada do integral em relação a a: 


lim I (a + Aa) — 1 (a) = I (a). 


Aa —>0 Aa 


Verifiquemos, para esse efeito, que 


b 
I (a + Aa) = Í f (z, a + Aa) de 
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e, por conseguinte, 


A A A 


b 
= Í [f (z, a + Aa) — f (z, a)] dz; 
b 
l (a + Aa) — I (a) _ [te a + Aa) —f(z, a) 
Aq Aa l 


Apliquemos a fórmula dos crescimentos finitos de Lagrange à 
função sob o sinal soma; obtém-se: 


f (z, a + Aa) — f (z, 0) 
Aa 


a 


= fa (1, a +04), 
em que 0<80<l. | 
Dado que f, (x, a) é contínua no domínio fechado (2), tem-se 
fa (z, a + 0Aa) = fa (z, a) + e, 


em que a quantidade e, que depende de x, e, Ac, tende para zero 
quando Aa > 0. 


De modo que 


I (a + Aa) —1(a) _ 
Aa 


(re, a) +e]dr= 


a 
b 


b 
= (rc a) dx + | eaz. 
a a 
Passando ao limite, fazendo Aa > 0, obtém-se (*): 
b 
= Ja (a) = E (x, a) dz 


a 
b 


(*) A função sob o sinal soma no integral ) edr tende para zero 


tim Z@+ Aa) — I (a) 


AQ 0 Aa 


a 
quando 4a — 0. Do facto de a função sob o sinal soma tender em cada 
ponto para zero, não é forçoso que o integral tenda também para zero. 
b 


Todavia. no caso dado N 8 dz tende para zero quando Aa — 0. Admiti-lo-emos 


a 
sem demonstração. 
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b b 
[f f(z, a) del, = $ fa (z, a) dz. 


É a fórmula de Leibniz. 
2. Suponhamos, agora, que os limites de integrução a e b em (1) 
são funções de a: 

bla) 


I (a) =Q |a, a (a), b(a)]= $ f(z, a) dz. (1) 


b [u, a(a), b(a)]) é uma função composta de a, por intermédio de 
u e b. Para determinar a derivada de l(a), apliquemos a regra de 
derivação das funções compostas (ver $ 10, Cap. VIII) 


_0D OD da | OD db- 3 
e o a É ge a E) 


Em virtude do teorema de derivação dum integral definido em 
relação ao seu limite superior variável (ver fórmula (1), 8 4), obtém-se: 


b 
AN jq, a) dr = f [b (æ), al, 


b 
ôb ð 0 
LA te a) de= — — f (z, a) dz = — f [a (a), a]. 


o Cr, y 


Por fim. para calcular = utilizemos a fórmula de Leibniz 


estabelecida em cima: 


b 
O |r, a) dz. 
da 3 


Obtém-se, substituindo na fórmula (3) as expressões obtidas das 
derivadas: 


dla) 
1 (a) = | fi (x, a) dz + f [b (a), a) — f [a (a), a. (4) 
ala) 


A fórmula de Leibniz permite calcular certos integrais definidos. 
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Exemplo — Calcular o integral 


Resolução — Notemos, primeiramente, que não se pode calcular directa- 


mente este integral dado que a primitiva da função e* a não se 


exprime por meio das funções elementares. Para calcular este integral, con- 
sidererar-se-á como função do parâmetro a: 


co 
I (a) = | ex == dz. 
0 


Calcula-se, então, a sua derivada em relação a a aplicando a fórmula 
de Leibniz (*): 


Oo 00 
7 = Senar’ 
T (@)= | [e ii srar À dr= | e *cosaz dr. 
0 0 


Mas este último integral calcula-se fácilmente por meio das funções 
| 4 
elementares; obtém-se Ita" Por conseguinte, 
T’ G= , 
ita? 
Determina-se /(a), integrando a identidade obtida: 
I (a) =arc tg a +C. (5) 


Resta determinar C. Verifiquemos para este efeito que 


Oo 


00 
I (0) = | ex ent? dz-= | O dz =). 
U U 


Por outra via, arc tg O = 0. 
Substituindo a =0 na igualdade (5), obtém-se 


I (0) =arctg0+C, 
em que C=0. Tem-se, então, para todo o valor de a a igualdade seguinte. 


I (a)=arc tga, 
Isto é, 


00 

sen ax 
| e? EE dx—arc tg a. 
A 


(*) Estabeleceu-se a fórmula de Leibniz supondo que os limites de 
integração a e b eram finitos. Todavia, a fórmula de Leibniz convém neste 
presente caso, ainda que um dos limites de integração seja infinito. 
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Exercícios 


Calcular os integrais definidos seguintes, considerando-os como limites 
de somas integrais sn 


b 
| z2 dr, 
a 


Indicação — Cortar o segmento [a, b] em n partes pelos pontos x¡=aqgt 


n/ b b3 — a3 
(i=0, 1, 2, ..., n) em que =y È. Resp. 3 ; 


b 
2. | -E em que 0<a< b. Resp. Log —. 
Q 


Indicação — Cortar o segmento [a, b] como no exemplo anterior. 
» 


3. f Vaz dx. Resp. $ (3/2 —a?/?), 


a 


Indicação — Ver o exemplo anterior. 
b 


4. | sen zx dr. Resp. cosa— cosb. 


a 


Indicação — Estabelecer, previamente, a identidade seguinte: 


sen a +sen (a + h) + sen (a +2h) +- ... + sen [a+ (n—1) h]= 


__ Cos (a — h) —cos (a 4- nh) 
= 2 sen k : 


é preciso, para este efeito, multiplicar e dividir todos os termos dc 
primeiro membro por sen k e substituir os produtos de senos pelas 


. diferenças de cossenos. 
b 

5. | cos z dx. Resp. sen b— sen a. 
a 


Utilizar a fórmulu de Newton-Leibniz para calcular os integrais definidos: 


1 1 
1 
6. | zi dr. Resp. 5: 7. | ež dz. Resp. e— 1. 
U 0 ; 
Res ul 
2 1 
8. | sen zaz. Resp. 1. 1 E 
p 9 [ra Resp. z* 
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10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


19. 


21. 


22. 


24. 


IS 


sen z dr. Resp. 2 sin? 5 E 


Sor | mt, q A w 
«| E 
E 
eS 
aa 


dz 
Se AA 
21 asa 4 e Resp. Log (2: 1). 


a 
sen? z dr. Resp. —. 
4 


Mo | a tuo o, PA 


peta 
feto 
o 


E» 
be 


17. 


parte, | Se i| à 


w|a Dado 
O 


Clow 


tg z dz. Resp. Log 2. 


“| E 


a 
J 
a 
$ 


cos? z dz. Resp. = ` 


Calcular os integrais seguintes, fazendo as mudanças de variáveis indicadas: 


1 


sem z cos? x dr, cos r=t. Resp. 3 


T 


— , t=tgt. Resp. 


S 


—1 


& 


ty 
S 
ty 
+ 
jo 


=| tu | + pudo Cm EN A ma ln e Ste tj Ota to) a 


1 
A Ta: 


1 3 
poa Resp. Log 5 - 


dr, v— |==t2, Resp. 2 (2—arc tg 2). 
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Eb 
2 
cos q dy = 4 
só lp para" 09 E Rep Lor + 


1 
am Ais x”? (1— zx)" dz (m `> 0, n > 0). 


a 


b a 
27. f (z) dr = | f (a+ b— z2) dz. 28. | f (23) de= f f (12) dz. 


Calcular os integrais impróprios seguintes (limites infinitos ou singularidade 
du função a integrar): 


1 
z dz 
29. ————— . Resp. 1. 
| Vi— z2 ` si 
oo 
30. | e*dz. Resp. 1. 
0 
oo 
dz 
31. | a3 + z2 Resp Ag (4 > 0) 
0 
1. dz 
32. . Resp. | 
| 4 — z2 dis 2 
0 
(a 
T 1 
33. | = Resp. e 
0 
1 
34. | Log z dz. Resp. — 1. 
0 
oo 
35. | zx sen zdr. Resp. O integral diverge 
0 
Oo 
36 | E R O integral di 
A - Resp. 
V= p integral diverge 
+00 Ea 
37. | 22212 . Resp. JT. 


| 
8 
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1 
38. | ad Resp 3 
yz 2 
0 
2 
dz À E 
39. La - Resp. O integral diverge 
oo 
40. f 80 . Resp. >. 
z Yzx2—4 2 
1 
1 
dz : 
41. | = - Resp. O integral diverge 
—1 
ao 
i b 
42. | ex sen bz dz (a > 0). Resp. apor A 
0 
oo 
= a 
43. |. ax cos bz dz (a > 0). Resp. a2 paz * 
Calcular os valores aproximados dos integrais. 
5 
44. Log 5=| = por aplicação da fórmula dos trapézios e da fórmula de 
1 : 
Simpson (n = 12). Resp. 1,6182 (segundo a fórmula dos trapézios); 
1,6098 (Simpson). 
11 
45. | z3 de segundo a fórmula dos trapézios e a fórmula de Simpson (n = 10). 
1 
Resp. 3690; 3660. 
1 
46. | V1—23dz segundo a fórmula dos trapézios (n= 6). Resp. 0,8109. 
0 
3 
47, [= 1 segundo a fórmula de Simpson (n ='4). Résp. 0,8111. 
1 
10 
48. | togo = de segundo a formula dos trapézios e a fórmula de Simpson 
1 
(n = 10). Resp. 6,0656; 6,0896. 
1 
49. Calcular o valor de = partindo de que EL 5 por aplicação 
4 1+ 22 


0 
da fórmula de Simpson (n = 10). Resp. 3,14159. 


476 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


ze 
2 
sen x 
50. dz segundo a fórmula de Simpson (n = 10). Resp. 1,371. 
0 


16 6) 


of. Partindo da igualdade pe dr=-— , em que a > 0, determinar para o 


| 
a 
0 
oo 
inteiro n>0 o valor do integral | eran dz. Resp. n! 
0 


00 


. dz 
32. Partindo da igualdade AO determinar o valor do integral 


a 0 

dz x 1.3.5... (2n—1) 
A a >. 

laa TENG al 


je —ax 
53. Calcular o integral | Ae ar. Resp. Log (1 +4- a) (a >— 1). 
ð 
1 
54. Servir-se da igualdade | qn-1 qu E para calcular o integral 
n 
1 


| z"-1 (Log 2)» dz. Resp. (— 1)* 
0 


k! 
nk+1 ` 


Capítulo XII 


APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS E MECANICAS 
DO INTEGRAL DEFINIDO 


$ 1. Cálculo das áreas em coordenadas rectangulares 


Se a função f(x) > O sobre o segmento fa, b], sabe-se que ($ 2, 
Cap. XI) a área do trapézio curvilineo formado pela curva y = f(x), 
o eixo Ox e as rectas x =a e x = h (fig. 210) é dada por 


Oi j f(a) de (1) 


b 
Se f(x) <0 sobre [a, b], o integral definido f f (x) dx é tam- 


a 
bém < 0. O seu valor absoluto é igual à área Q do trapézio curvilíneo 
correspondente: 


b 
— Q= Í f (2) dz. 


Se f(x) muda um número finito de vezes de sinal sobre o 
segmento [a, b], decompor-se-á o integral sobre [a, b] em integrais 


Fig. 228 


parciais. O integral é positivo sobré os segmentos em que f(x) >0 e 
negativo sobre aqueles em que f(x) < 0. O integral sobre o segmento 
completo representa a diferenca das áreas que se encontram dum 
lado e doutro do eixo Ox (fig. 228). Para obter a soma das áreas 
no sentido ordináfio, é preciso encontrar a soma dos valores absolutos 
dos integrais sobre os intervalos parciais indicados ou, melhor, calcular 
o integral l 


b 
Q= $ |f (2) | dz. 


Exemplo — 1. Calcular a área Q delimitada pela sinusóide y = senz e 
o eixo Ox quando O <x <27 (fig. 229). 
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Resolução — Dado que senx>0 para 0O<x<=" e senx<0 para 
7<Áx< 27, tem-se, 


n 23 2x 
q=[ sen z dz+ | sén a de |— | [sen z | dz, 
0 x x 


x 
| senzdz=—cosz|p=—(cosna—cos0)=—(—1—1)=2, 
0 

27 

| sen z dr = — COS 1 r= — (cos 2n — cos 1) = — 2. 

x 


Por conseguinte, Q = 2 + |— 2 |= 4. 


Fig. 230 Fig. 231 


Se for preciso calcular a área delimitada pelas curvas y = f, (x), y = f, (x) 
e as rectas x =a, x= b com a condição f, (x) > f, (x), ter-se-á, evidentemente, 
(fig. 230): 


b b b 
Q= | n de | tato) de= | ths()— ta od] az. (2) 
a a i 
Exemplo — 2. Calcular a área delimitada pelas curvas (fig. 231) 

y= Vz et y==22, 
Resolução — Determinemos os pontos de intersecção das curvas: Vz = a?, 


x = xt, donde x,=0, x,=1. 
Por conseguinte, 


4 1 1 
2 3/2 ¡1 z3 |i 2 1 1 
= — = — gl == — — — A a , 
Q= | Vzaz | 224z= | (vz 12) dz z7 lo 3137373 
0 0 0 
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Calculemos agora a área do trapézio curvilíneo delimitado pela 
curva de equações paramétricas (fig. 232). 


t= Q (t), y= y (2), (3) 
onde 
a <t<bB 


p (a) =a, q (È) = b. 


Suponhamos que a curva definida pelas equações (3) pode ser 
posta ainda sob a forma y = f (x) com o segmento [a. b] para domínio 
de definição. Poder-se-á calcular, então, a área como se segue: 


b b 

Q = Í f (x) dr = | y dz. 

Façamos a mudança de variável: 
z= Q (t); dx = q (t) dt. 

Tem-se, tendo em vista as equações 


y =] (1) = flo (t)] = y (1). 


Por conseguinte, 
B 
Q = A y (2) y (t) dt. (4) 


Tal é a fórmula que permite calcular a área dum trapézio 
curvilíneo delimitado superiormente por uma curva em coordenadas 
paramétricas. 


Exemplo -- 3. Calcular a área do domínio delimitado pela elipse 
Zz=acost, y= b sent. 


Resolução — Calculemos a área delimitada pela semi-elípse superior e 
dupliquemos o resultado obtido. Aqui, x varia entre — a e +a por conse- 
guinte, t varia de 7 a 0, 


0 0 x 
Q=2 | (b sen t) (—a sen t dt) — —2ab | sen2 t di—2ab | sen 2 t dt = 
x x 0 sen? 


x 
1— cos 2t t sen 271 
=2ab | —_— dt = FR = 
2a j dl 2ab | -5 z | nab. 
Exemplo — 4. Calcular a área delimitada pelo eixo Ox e um arco da 
ciclóide 
z = a (t — sent) y = a (1 — cos !). 
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Resolução — Quando t varia de zero a 2%, x varia de zero a 2ra. 
Obtém-se, aplicando a fórmula (4): 
2x 2x 


Q= | a(i—cost)a (1 — cost) dt = a2 f (1 —cos t)2 dt = 
0 Ú 


2x 2x 2x 
=| f dt—2 | cos t dt + | coste de | ; 
E U 0 e 
2x 2x 2n 2x 
| dr=22; | cos 1 di=0; | cost £ dt | ESSE gn, 
ð 0 Ú U 3 


Ob -Wo i : 
tém-se, finalmente Q =a? (21 + n) =3nxa2, 


$ 2. Area dum sector curvilíneo em coofdenadas polares 
Seja 
p=f(8) 


a equação duma curva em coordenadas polares, em que f(0) é uma 


função contínua quando a < 0 <S £$. 
Determinemos a área do sector OAB delimitada pela curva p = f (0) 


e os raios vectores 0=a e O =B. 


Fig. 233 


Dividamos a área dada em n partes pelos raios 6 = a, 9 = 0,, 
«o On = B. Designemos por 40,, 40,. .... AOn os ángulos formados 
por estes raios (fig. 233). 

Desigâemos por p, o comprimento do raio vector correspondente 
a um ângulo qualquer 6,, -compreendido entre Dias e Ou. 

Consideremos o sector circular de. raio p, e de ángulo ao centro 
40, A sua área é 

1- 
AQ, == 2 Pi A0;. 
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A soma n 


0=> D pi A0; = D [f (0)? A9; 


i=1 i=1 


dá a área do sector em «escada». 
Sendo esta soma uma soma integral da função p? = [f (0)? sobre 
o segmento a LKO <$, O seu limite quando máx. 40,0 dá o 
integral definido å 
| p° do. 


Ele não depende do raio vector p; escolhido no ângulo A8;. 
É natural considerar que este limite representa a área procurada (*). 


| > 


$ 


Nx 


L 


Fig. 234 


Assim, a área do sector OAB é igual a 


B 
1 2 
Q = > | p“ do (1) 
a 
ou 
B 
1 
0= 5 (rora. a) 
Exemplo — Calcular a área iterat à lemniscata 
(fig. 234). pco 


| (*) Poder-se-ia mostrar que esta definição da área não contradiz a dada 
anteriormente; por outras palavras, calculando a área do sector curvilíneo por 
meio de trapézios curvilíneos obter-se-ia o mesmo resultado. 
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Resolução — O raio vector abrange o quadro da área procurada quando 


O varia de 0 az: 


E) x 
1 1 1 E: 28 [5 
a2 sen 4 
—0=- \ p2d0-— al A 
7e 7 | pras e Lendo al 
Ú 
Q 


al 
T 


por conseguinte, 


$ 3. Comprimento dum arco de curva 


1. Comprimento dum arco de curva em coordenadas cartesianas — 
Seja y =f(x) a equação duma curva plana em coordenadas rectan- 
gulares, Procuremos o comprimento do arco 
AB desta curva compreendido entre as ver- 
ticais x=a e x=b (fig. 235). 

Deu-se, no Capítulo VI ($ 1), a definigáo 
do ccmprimento dum arco de curva. Recor- 
demo-la. Tomemos sobre o arco AB os 
pontos A, M,, Ma, ..., Mi, ..., B de abcissas 


Xo =, X Xe... Xp vo, D = Xn € tracemos 
as cordas AM,, MM., ..., M,-:B, de que 
Fig. 235 designaremos os comprimentos por As, 


AS2, ..., Asn. Obtém-se, então, a linha poli- 
gonal AMM. ... M,-4B inscrita no arco AB. O comprimento desta 
linha poligonal é 


Chama-se comprimento s do arco AB ao limite para o qual 
tende o comprimento da linha poligonal inscrita quando a maior 
corda tende para zero: 


s = lim > As;. (1) 


max As; >0 i=1 


Vamos mostrar agora que se a função f(x) e a sua derivada f (x) 
são contínuas sobre o segmento a < x < b, este limite existe. Assim 
fazendo, ter-se-á dado ao mesmo tempo um processo de cálculo do 
comprimento dum arco. 

Introduzamos a notação; 


Ay; = f (z;) — flui). 
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Entáo, CO 
As; = VA? + (Ay) = Va E (2 NE :) Az, 
i 


Segundo a fórmula dos crescimentos finitos 


Ay; — Hei) — Í (2;-1) 


o 
onde 
LÊ] 
Por conseguinte, 
= Vi + (EP Az, 
De modo que o comprimento da linha poligonal inscrita é 
= DVI + [f (EDF az, 


Sendo a função f'(x) contínua, por hipótese, o mesmo se dirá 


de V1 + [f (x)). Daí resulta que a soma integral tem um limite 
que é igual ao integral definido: 


s= lim S VIFT EF a = Í VIF OF dz. 


max âx; —>0 i=1 


Assim, obteve-se para o cálculo dos arcos a fórmula 


m (vrr [ yı + (Z) ar (2) 


Nota — 1. Pode-se obter, partindo desta última fórmula, a deri- 
vada do arco em relação à abcissa. Se se supõe que o limite superior 
de integração é variável e se se o designa por x (não mudaremos a 
variável de integração), o comprimento do arco s será uma função de x: 


s (x) = | Va + (ey + (2) az 
Derivando este integral em relação ao limite superior, obtém-se: 


svo o 


Esta fórmula foi estabelecida no $ 1, Cap. VI, sob outras 
hipóteses. 
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Exemplo — 1. Determinar o comprimento da circunferéncia 
a+ y= ri, 


Resolução — Calculemos, primeiramente, o comprimento do quarto de 
circunferência no primeiro quadrante. A equação desta porção de arco escreve-se 


y= Y ri—z?, 


dy A z 


dt yaa 


donde, 


Por conseguinte, 


$s 4 ¿dx A A EN CA 
Vez £ | z= dz r arc sen — A ro ; 


O comprimento da circunferência completa é s = 27r. 


Determinemos agora o comprimento dum arco de curva quando 
a curva é dada pelas equações paramétricas: 


r=q(t),  y=v() (a<t<b), (4) 


cm que (t) e y(t) são funções contínuas dotadas de derivadas 
igualmente contínuas, e não se anulando y” (1) sobre o segmento con- 
siderado. Nestas condições, as equações (4) determinam uma certa 
função y = f(x) contínua com a soma derivada 


Seja a = p(a), b = ẹ (B). 
Fazendo, então, no integral (2) a substituição 


x = q (t), dr = q (t) dt, 


=) Vi [82] q (t) di, 


(é) 


obtém-se 


ou, finalmente, 
e VD 
= f VIP OP + Ie OF dt. (5) 


Nota — 2. Demonstra-se que a fórmula Us) se mantém válida 
para curvas que são cortadas por verticais em mais. dum ponto (prin- 
cipalmente para curvas fechadas), desde que as duas derivadas q” (1) 
e y(t) sejam contínuas em qualquer ponto da curva. 
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Exemplo — 2. Calcular o comprimento da hipociclóide (astróide): 
z = acos t, y= a sent. 


Resolução — Sendo a curva simétrica relativamente aos dois eixos de 
coordenadas, calculemos, primeiramente, o quarto do comprimento desta curva 
que se encontra no primeiro quadrante. Obtém-se 


dy 
= = 2 _— — 2 
P) 3a cos? t sent, it 3a sen?t cost. 


: T : 
O parâmetro | variará de O a E Por conseguinte, 


EL 
3 
1 | ad 
+8 = | 9a? cost tsen? 11 Ya? sens t cos? t dt = 
4 


0 


ze 
2 

= da | cos? t sen? t dt =- 
() 


2 N 
sen? 1 2 3a, ba 
O uy o A 


== 3a | sen t cos t dt = 3a 


Nota — 3. Se se tem uma curva empenada definida por equa- 
ções paramétricas 


I=Q(),  y=ŅĦ(t))  2=x(), (6) 


em que e <t <£ (ver $ 1, Cap. IX), define-se o seu comprimento 
(como para uma curva plana) como o limite duma linha poligonal 
inscrita, quando a maior corda tende para zero. Se as funções ọ (t), 
y(t) e x(t) são contínuas com as suas derivadas sobre o segmento 
la, 8], a curva tem um comprimento determinado (isto é, o limite 
indicado acima di dado pela fórmula 


s= | Vig OP + Ep OF + ix OF dt. (7) 


Admitiremos le resultado sem demonstração. 
Exemplo —-3. Calcular o comprimento do arco da hélice 
t = acost, y= asent, z= amt 
correspondente a t entre zero e 27. 
Resolução — Deduz-se das equações dadas 


dr = — a sèn t dt, dy = acostdt, dz= am dl. 
Obtém-se, substituindo na fórmula (7): 
2x1 21 


s= | a2 sn? 1] a? cos? t+aim? dt=a | VIFm dt=21a Virus. 


U v 
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2. Comprimento dum arco de curva em coordenadas polares — 
Seja 
p = f(0) (8) 


a equação duma curva em coordenadas polares, sendo p o raio polar 
x = pcos 0, y = p sen 0. 
Se se substitui p pela expressão (8) em 


e O o ângulo polar. 
y As coordenadas rectángulares exprimem- 
AN -se por meio das coordenadas polares 
IR 
i -7 função de ©, obtém-se as equações 
psa(tcos 6) x = f(0) cos 0, y = Í (0) sen 6. 
À Pode-se considerar estas equações como 
Fig. 236 sendo as equações paramétricas da curva e 
a aplicar a fórmula (5). Determinemos para 
esse efeito as derivadas de x e de y em relação ao parâmetro 6: 


= f (0) cos6 — f (0) seng; 
a = f’ (0) sen 0 + f(0) cos0. 


Tem-se, então, 


(E) + (2) =[(0 + [1(0)=p*+ p°. 


Por conseguinte, 
Dire joto 
s= | Vp?+ p?do. 
do 


Exemplo — 4. Calcular o comprimento da cardióide (fig. 236) 
p = a (1 + cos 0). 


Fazendo variar o ángulo polar O de O a ~v, obtém-se a metade do 
comprimento procurado. Tem-se aqui p'= — asenO. Por conseguinte, 


N 
s=2 | a2 (1 +-cos 0)2 + a2 sent 0 dO — 
0 . 


n TEN n 
= 2a | Y 2+2 cos O d0 — 4a | cor aaa = 8a 
0 
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Exemplo — 5. Calcular o comprimento da elipse 


L=acost, 
y=b sent, k a 


supondo a >b 


Resolução — Sirvamo-nos da fórmula (5). Calculemos, primeiramente, a 
do comprimento, isto é, o comprimento do arco correspondente às variações do 


TU 
parámetro 1 entre O et z: 


E. 
2 

Ž = f Y a2 sen? t+ b2 cos? t dt — 
) 


x qee 
de 2 

2 | Va? (1 —cos? t)4-b2 cos? t dt = | V a2— (a? — db) cos? t cos? t dt = 
0 Ú 


JE EA 
2 AA A 2 
a2 — b2 
=a | y 1 ÉL cos dt =a ) V 1— k2 cos? t dt, 
0 U 


em que ķ--: Vea < 4. Por conseguinte, 
a 


Ed 
2 

s-=4a | V 1—k2 cos? t dt. 
0 


Nada mais resta. do que calcular este último integral. Mas sabe-se que 
ele não s2 exprime por meio das funções elementares (ver $ 16, Cap. X). Este 
integral não pode ser calculado a não ser por métodos aproximados (pela 
fórmula de Simpson, por exemplo). 

Em particular, se a metade do eixo maior da elipse fôr igual a 5 e 


o semi-eixo menor fôr 4, tem-se k = E e o comprimento da elipse é 


T 


3 


s==4-5 | Va (5) cos? t dt. 
0 


Calculando este último integral, por aplicação da fórmula de Simpson, 
a T 
( dividindo o segmento [o, 3] em quatro partes) ‚obtém-se o valor apro- 


ximado do integral: 


Y 1— cost tdi = 1 298 ; 


et-—nja 


o comprimento total da o é, aproximadamente, igual a 
a = 25,96 unidades de comprimento. 
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$ 4. Cálculo do volume dum corpo em funcáo das áreas 
das seccóes paralelas 


Consideremos um corpo T e suponhamos conhecida a área de 
toda a secção arbitrária deste corpo por um plano perpendicular ao 
eixo Ox (fig. 237). 
Esta área depende do plano secante, 
isto é, que ela é função de x: 


Q= Q (3). 


Suponhamos que Q (x) é uma função 
contínua de x e determinemos o volume 
do corpo dado. 


Xi. OI T Tracemos os planos x = xo = a, X = 
e O O A a sb: 
Fig. 237 Estes planos cortam o corpo em 


secções. Tomemos em cada segmento par- 
cial 1;-, < T < Tium ponto arbitrário é e construamos para cada 
secção i = 1, 2, ..., n um cilindro cuja geratriz paralela ao eixo dos x 
se apoia sobre o contorno da secção pelo plano x = és. 
A área da base dum tal cilindro elementar é 
Q (E) (Lj-1 < Es < 25), 
a altura Ax, e o volume 


Q (8) Azi. 


O volume de todos estes cilindros é 


va = À Q (E) Az 


Ao limite desta soma quando max. Ax;—>0 (quando ele existe) 
chama-se o volume do corpo dado 


v= lim 2) Q (E) Az,. 


max Ax¿=>0 i=1 


Como va representa, evidentemente, uma soma integral para a 
função contínua O (x) sobre o segmento a < x < b, o limite indicado 
existe e exprime-se pelo integral definido 


b 
v= | Q (zx) dz. (1) 
a 
Exemplo — Calcular o volume delimitado pela elipsóide (fig. 238 


z2 y? z2 


N 
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Resolução — A secção para um plano paralelo ao plano Oyz e que se 
encontra á distáncia de x deste último, dá a elipse 


y2 2 x2 


pa "Ta az” 


Fig. 238 


Por conseguinte, 
q? 
Q (x) - be (1-3) 


O volume da elipsóide é igual a 


a 


qx? q3 
v = nbc f (1-3) dx= nbe (--37) 


a 4 
— Á b . 
e 3 Jade 


Em especial, se a=b=c, a elipsóide torna-se uma esfera cujo volume 
delimitado é 


= nas, 
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$ 5. Volume dum corpo de revolução 


Consideremos o corpo de revolução gerado pela rotação em 
volta do eixo Ox do trapézio curvilíneo aABb formado pela curva 
y = f(x), o eixo Ox e as rectas 
x=a, x=b. 

Neste caso, qualquer secção 
deste corpo para um plano per- 
pendicular ao eixo das abcissas é 
um círculo, tendo por área 


Q = ay = n [F (DT. 


Determina-se, aplicando a 
fórmula usual do cálculo dos volu- 
mes [(1), $ 4], a fórmula que 
permite calcular os volumes dos 
corpos de revolução: 


b b 
v= n | y dr =n $ |f (0)] dz. 


Exemplo — Determinar o volume do corpo gerado pela rotação da 
catenária. 
x x 


= (“te a) 


em volta do eixo Ox entre os planos x=0 e x=b (fig. 239). 


Resolução. 
b x x k b 2x 2x 
a a a a: a ra 
pano | (e —e 9 dr= 7 fe -2-2e ) dr = 
0 a 
5 2x _2N E à 2b 3 
_ ma [et ue a Ta? ia Tyan 0a 
4 2 U 8 o 


$ 6. Area dum corpo de revolução 


Consideremos a superfície de revolução obtida fazendo rodar 
a curva y=f(x) em volta do eixo Ox. Calculemos a área desta 
superfície no intervalo a < x < b. Suporemos a função f(x) contínua 
com a sua derivada em todos os pontos do segmento (a, b]. 

Como no $ 3, tracemos as cordas AM,, M,M., .... M,-1B de 
que designaremos os comprimentos por às, Asz, ..., As, (fig. 240). 
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Na sua rotação, cada corda de comprimento As; (i = 1, 2, ..., n) 
gera um tronco de cone cuja área AP, é igual a 


AP; = 21 Ya tz As;. 


mi 


Ora, 
Ay; 
As; RARA e Vis (2 Au) Az;. 


Obtém-se, aplicando a fórmula dos crescimentos finitos: 


A i) — J (Ti— EE 
=: DI (py, 
Ti Ti — Ti—ı 
OU Zi- <i < i; 


por conseguinte, 


Asi = V1 + f? (Ẹ;) Az,, 


AP, = 2n natty FPE) Ar. 


Fig. 240 


A área da superfície gerada pela linha poligonal será igual a 
Pan PEL VI FEE) Aa, 
ou melhor ainda, à soma 
Pa =n Y [f(e +I EVITE) An, (1) 


estendida a todas as cordas, O limite desta soma, quando a maior 
corda As; tende para zero, chama-se área da superfície de revolução 
considerada. A soma (1) não é uma soma integral para a função, 


2x7 (2) VA + f (2), (2) 


dado que no termo correspondente ao segmento [x;-,, z;l figuram 
vários pontos deste segmento: Z;¡-1, Ti, E;- Mas pode-se demonstrar 
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que o limite da soma (1) é igual ao limite da soma integral da 
função (2), isto é, 


P= lim q Y fai) +1 ra] VA +E) (E) Az; = 


max AXj>0 i> 
= lim ax y 2] (E) VA + [2(E,) Ar, 
max AX¡>0 i=l 


ou 
b A 
P = 2n 8 (0) V1 + f(x) dr. (3) 


Exemplo — Calcular a área da parabolóide gerada pela rotação em volta 
de Ox da parábola y? = 2px. Limitar-se-á à porção compreendida entre os 
planos x=0 e x=a. 


Resolução. 


FE V2p | 
y = 2 T, ! y f- de - 
y V pt, y 2V2 ry 


e obtém-se aplicando a fórmula (3): 


0 | VER Y EP a 20 Y | Vias 
0 
a Ea do 


Re [(2a =- p)” ?— p* 2]. 


EE TAE, 
=2nVp 3 (2x 4 py? F 


$ 7. Cálculo do trabalho por meio do integral definido 


Suponhamos que um ponto material M solicitado por uma força 
F se move sobre uma recta Os e que a direcção da força coincide 
com a do movimento. Pede-se, para calcular o trabalho efectuado 
pela força F, para deslocar o ponto M da posição s =a à posição 
s =b. 


1) Se a força F é constante, o trabalho 4 é dado pelo produto 
de F pelo caminho percorrido, ou seja 


A= F(b— a). 


2) Suponhamos que a força F varia continuamente em função 
da posição do ponto material, isto é, que ela representa uma função 
F (s) contínua sobre o segmento a <s < b. 

Cortemos o segmento [a, b] em n partes arbitrárias de compri- 


mentos | 
AS As as AS 
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depois escolhamos em cada segmento parcial |s;-,, si] um. ponto 
arbitrário é; e substituamos o trabalho da força F (s) sobre o caminho 
As; (i = 1, 2, ..., n) pelo produto 


F (Ei) As,. 


Isto significa que supomos a força F constante sobre cada 
segmento, a saber F = F(£,). Nestas condições, a expressão F (E;) As; 
dá, para As, suficientemente pequeno, um valor aproximado do tra- 
balho de F sobre o caminho As, e a soma 


n 
An = 2 F(E) As; 

i=1 

exprime, aproximadamente, o trabalho de F sobre todo o segmento 
la, b]. 
É evidente que A, representa uma 

soma integral para a função F = F (s) F 
sobre o segmento [a, b]. O limite desta 
soma, quando max. (As)>0, existe e x 5 
exprime o trabalho da força F(s) sobre 
o caminho entre os pontos s =a e s =b: 


em repouso 


i= rok (1) 


Comprimento da mola 


Exemplo — 1. A compressão S duma mola 
em espiral é proporcional à força aplicada F. | A 7, 
Calcular o trabalho de F quando a mola é 
comprimida de 5 cm, se for necessário aplicar uma Fig. 241 
força de 1kg para comprimir a mola de 1cm 
(fig. 241). 


Resolução — A força F e a deslocação S estão ligadas, por hipótese, 
pela relação F = kS. em que k é uma constante. 

Exprimiremos S em metros e F em kilogramas. Para S$ = 0,01 tem-se F = 1, 
isto é, que 1 = k:0,01, donde k = 100 e F = 1005. 

Tem-se, em virtude da fórmula (1): 


0,05 
S2 10,05 
di | 1005 ds =1005 |" ==0,125 kgm. 


e 


Exemplo — 2. A força de repulsão entre duas cargas eléctricas do mesmo 
sinal e, e e, distantes de r exprime-se pela fórmula 
F = k A 
kE, 
em que k é uma constante. 
Determinar o trabalho da força F para deslocar a carga e, do ponto 4,, 
encontrando-se à distância r, de e,, no ponto 4,, à distância r, de e, admi- 
tindo que a carga e, se encontra na origem A, 
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Resolução — Tem-ss, segundo a fórmula (1): 


— È pe gr — EN E (+-->) 
a= | k 2 dr == — kejt9 E [teres 2)" 


co 
A= f AC E [a 
r2 Ps 
rı 
Para e, =1, tem-se 4 = k í .Esta última quantidade chama-se potencial 


do campo criado pela carga e,. 


$ 8. Coordenadas do centro de gravidade 
Seja dado no plano Oxy um sistema de pontos materiais 


P, (t1, Y1); Po (To, Yo), ---> Pn (£n, Yn) 
de massas M,, Ma, ..., Mn. 

Chama-se aos produtos Z;M; e Yim; momentos estáticos da massa 
miem relação aos eixos Oy e Ox. 

Designemos por Te e Yc as coordenadas do centro de gravidade 
(baricentro) do sistema dado, Como se sabe do curso de mecânica, 
as coordenadas do baricentro dum sistema de pontos materiais são 
definidos pelas fórmulas: 


PAR, o ane Ta a Ena E (1) 
MmMm+...+m, Sm 
i=1 
iMi 
um FY MH... H YnMn Z y 
MA a A (2) 
M+>M,+... +m, Y om, 


Vamos utilizar estas fórmulas para determinar os centros de 
gravidade de diversos corpos e figuras. 


1. Centro de gravidade de uma curva plana pesada — Seja uma 
curva material AB dada pela sua equação y = f(x), a<zx<b. 
Seja y a densidade linear (*) desta curva. Cortemos a curva 
em n partes de comprimento As,, Asz, ..., Asn. As massas destas partes 


(*) Chama-se densidade linear à massa da unidade de comprimento da 
curva dada. Suporemos que a densidade linear é a mesma em todos os pontos 
da curva. 
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serão iguais aos produtos dos comprimentos pela densidade cons- 
tante): Am; = yAs;. Tomemos um ponto arbitrário de abcissa é, 
sobre cada porção do arco As, Considerando agora que cada porção 
As; representa um ponto material P; [E;,, f (E;)lde massa yAs, e substi- 
tuindo nas fórmulas (1) e (2) em vez de x; e y; respectivamente 
é e f(£) e em vez de mio valor yAs; (a massa da porção Ás,;), 
obtém-se as fórmulas aproximadas que determinam o centro de gra- 
vidade 


y 2 biy Asi y Df ($) y As, 
) C ba y As; E 


Se a função y = f(x) é contínua bem como a sua derivada, as 
somas do numerador e do denominador de cada fracção têm limites 
quando max As;— 0. Por conseguinte, as coordenadas do centro de 
gravidade da curva exprimem-se pelos integrais definidos 


b S 
añ f c V1 + f? (x) dz 
T = La = A, (19 


b A as 
(ds (Vi Æ f? (2) dz 


b is 


Sfojds SHD)VI + f? (a) da 


a 


us E EEE (2 


b =” 
( ds (Vi+ fº(a) de 


y 
De 


Exemplo — 1. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 
semi-circunferência x? + y? = a? que se encontram por cima do eixo Ox. 


Resolução — Determinemos a abcissa do centro de gravidade: 


o dy x V dy y? 
= Hu E APA RS == ay ; 
y=Va2— zr, dz Vala: ds + (32) de, 
disse dr 
Va? — 22 
a f 
af zdr 
VYa— q? — a Y a2—z2 
Tp = Ee == E ER, 
$ a “ma 
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Determinemos agora a ordenada do centro de gravidade: 


a 
eA a 
| Vaio q? ==“ a | dz 
Ye= na na na nmo’ 


2. Centro de gravidade duma figura plana — Suponhamos que 

a figura dada é delimitada pelas curvas y = f, (x), y = fz (x), x =a, 

= b e representa uma figura plana material. Suporemos que a den- 

sidade superficial, isto é, a massa da unidade da área, é constante e 
igual a 3 para todas as partes da figura. 


Dividamos a figura dada em secções paralelas pelas rectas 
X= X, .. x=xn=b de larguras AX, AX, ..., AXn. À massa 
de cada secção será igual ao produto da sua área pela densidade 3. 
Assimilando cada secção a um rectángulo (fig. 242) de base Ax; e de 


altura f2 (E;) — fı (E;),em que E; == Bats, a massa desta secção 


será, aproximadamente, igual a 


Am; = ô [f (E;) — f (E;)] Az; (i = 1, 2 Ea as n). 
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O centro de gravidade desta secção encontrar-se-á, aproximada- 
mente, no centro do rectângulo correspondente: 


(zi) = Ei (ye =D FAC. 


Localizando agora a massa de cada secção no seu centro de 
gravidade, encontra-se as coordenadas aproximadas do baricentro de 
qualquer figura [em virtude das fórmulas (1) e (2)]: 


iz Es ô TA (8,) = h (€,)] a 
~D Ô [fa (E) = h (E:)] Az; ` 
S Dlha (E) + A (5018 La E) — h (E) Az, 
á NE) — j ED] dz; | 


Passando ao limite, quando Ax,->0, obtém-se as coordenadas 
exactas do baricentro da figura dada: 


b 
À x [f2 (2) —f, (2)] dz 


A 
3 [f2 (x) — fi (x) dz 


[a (2) + fi (IUa (2) — A (2)] dz 


v| = 
A Cr, Qy: 


b 
| [fa (2) — fı (2)] dz 


Estas fórmulas adaptam-se a qualquer figura plana homogénea 
(que tenha uma densidade constante em todos os pontos). Vê-se que 
as coordenadas do centro de gravidade não dependem da densidade 8 
da figura (ela elimina-se nos paa 


Exemplo — 2. Determinar as coordenadas do centro de SS do 
segmento da parábole y? =ax cortada pela recta x=a (fig. 


32 
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Fig. 243 


Resolução — No caso dado f2(1)= Vaz, fı (1) = — Vaz, logo 


a 
2 ( 2 Yard: 2 5/2/27 4 i 
o l 2 Vs, o 
AA A ara” A iS: 
2 Vaz de 2Yaz a. qe 
0 


Vc=0 (dado que o segmento é simétrico em relação ao eixo Ox). 


Exercícios 


Cálculo das áreas 


1 Determinar a área da figura delimitada pelas curvas y2 = 9x, y = 3x. 
i 1 
Resp. 2º 
2, Determinar a área da figura delimitada pela hipérbole equilátera xy = a?, 
o eixo Ox e as rectas x= a, x = 2a. Resp. a? Log 2. 
3. Determinar a área da figura compreendida entre a curva y=4=ux3 e 


o eixo Ox. Resp. 105 . 


4. Determinar a área da figura delimitada pela hipocicloide z?/ 34 y /3=a*/3, 
Resp. + sua?. 


x x 


ds 
5. Determinar a área da figura delimitada pela catenária y= —- (“te 9, 


“e . 2 
o eixo Ox, o eixo Oy e a recta x=a. Resp, 7 (2—1). 
e 


6. Determinar a área da figura delimitada pela curva y =x3, a recta y=8 
e o eixo Oy. Resp. 12. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 
17. 


18. 


19. 


23. 
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Determinar a área do domínio delimitado por uma semi-onda de sinusóide 
e o eixo das abcissas. Resp. 2. 


Determinar a área do domínio compreendido entre as parábolas y? =2px, 


4 
x? = 2py. Resp. 3 p?. 


Determinar a área total da figura delimiada pelas curvas y = x3, y = 2x, 


y =x. Resp. 5 é 
Determinar a área do domínio delimitado por um arco de ciclóide 
= a (t — sent), y=a(i-—cost) e o eixo das abcissas. Resp. 37ra?. | 


Determinar a área da figura delimitada pela hipociclóide x = a cos? zr, 
y =asen't. Resp. ne, 

Determinar a área do domínio delimitado pela lemniscata p? = a? cos 2p. 
Resp. a”. 

Determinar a área do domínio delimitado por um arco da curva 


p = asen2q. Resp. + sa. 


Calcular a área total do domínio delimitado pela cardióide p = a (1 — cos q). 


RESP: > sa, 


n 
Calcular a. área do domínio delimitado pela curva p = a cos p. Resp. — . 


Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = a cos 2q. Resp. — . 


Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = a cos 3p. Resp. —— 


Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = a cos 4ọ. Resp. 2 
Cálculo de volumes 
2 y? 
Fez-se rodar a elipse q rat em torno do eixo Ox. Determinar o 
volume do sólido de revolução. Resp. $ nab?. 
Fez-se rodar o segmento de recta que reúne a origem e o ponto (a, b) 


i : ; , A 1 
em torno do eixo dos y. Determinar o volume do cone obtido. Resp. — na?b. 


3 


. Determinar o volume do toro gerado pela rotação do círculo x? + (y — b} = 


= q? em torno do eixo Ox (supõe-se que b > a). Resp. 272a2b. 


Fez-se rodar o arco da parábole y2 = 2px limitada pela recta x=a em 
torno do eixo Ox. Calcular o volume do corpo de revolução obtido. 
Resp. <rpa?. 

A figura delimitada pela hipociclóide ?/34 y*/3=a?/3 roda em torno 
321143 


do eixo Ox. Determinar o volume do corpo de revolução. Resp. 1057" 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


36. 


Determinar o volume gerado pela rotação em torno do eixo Ox dum 
arco de sinusóide y = sen x. Resp. = f 


A figura delimitada pela parábola y? =4x e a recta x=4 roda em 
torno do eixo Ox. Determinar o volume do corpo de revolução Resp. 327. 


A figura delimitada pela curva y =xe" e as rectas y =0, x=1 roda 


em vola de Ox. Determinar o volume do corpo de revolução. Resp. 
TU 


5 (e2—4). 


A figura delimitada por um arco da ciclóide x = a(t — sent), y=a(l- 
— cost) e O eixo Ox gira em torno do eixo Ox. Determinar o volume 
do corpo de revolução. Resp. Sq2a3. 


A figura do problema 27 roda em torno do eixo Oy. Determinar o 
volume do corpo de revolução. Resp. 6%2aº. 


A figura do problema 27 gira em torno da recta que passa pelo vértice 
da ciclóide paralelamente ao eixo Oy. Determinar o volume do corpo 


3 

de revolução. Resp. TE (9 — 16). 

A figura do problema 27 roda em torno da tangente no vértice da 
ciclóide. Determinar o volume do corpo de revolução. Resp. 77r2a3. 


Um cilindro de raio R é cortado por um plano que passa por um 
diámetro da base sob um ângulo a com a base. Determinar o volume da 


2 
parte troncada). Resp. 3 R? tg a. 


Determinar o volume comum aos dois cilindros: z? + y? = R?, y? + 23 = 


= R?. Resp. = Rº. 


O ponto de intersecção das diagonais dum quadrado descreve o diâmetro 
duma circunferência de raio a, o plano do quadrado que permanece cons- 
tantemente perpendicular ao plano da circunferência, e dois vértices opostos 
do quadrado que se apoia sobre esta circunferência (a grandeza do 
quadrado varia, evidentemente, durante o movimento). Determinar o 


volume do corpo gerado por este quadrado. Resp. Ze. 


Calcular o volume do segmento obtido cortando o parabolóide elíptico 
2 2 

KA pelo plano x= a. Resp. na? Y pg. 

2p 2q 

Calcular o volume do corpo delimitado pelos planos z= 0, y= 0, as 


; : 3 V 
superfícies cilíndricas x? = 2py e z? = 2px e o plano x = a. Resp.ºº V 2a 
1 
(no primeiro triedro). Vr 
Uma recta move-se paralelamente ao plano Oyz apoiando-se sobre as 

f x? y? ml q2 z2 pa , R 
elipses tal. rr h encontrando-se, respectivamente, nos 


planos Oxy e Oxz. Calcular o volume do corpo obtido Resp. = abr. 


A 


37. 
38. 


39. 


40. 
41. 


42. 
43. 
44. 


45. 


46. 


47. 
48. 


49. 


50. 


51. 
52. 
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Cálculo dos arcos 


Determinar o comprimento total da hipociclóide q /3 + y ^3 = a 13, Resp. 6a. 
Calcular o comprimento do arco da parábola semi-cúbica ay? = x3 da 
origem das coordenadas ao ponto de abcissa x= Sa. Resp. Ei a. 
di Seo qe 

Determinar o comprimento da catenária E (ee % da origem ao 

2 e 
ponto (x, y) Resp. z(e a)=V y2—a2,. 
Determinar o comprimento dum arco de ciclóide x= a(t — sent), y = 
= a(l — cost). Resp. 8a. 
Determinar y arco da curva y = Log x entre os limites 1=V3 3e z= V8. 
Resp. ds y Log A 


Determinar o comprimento da curva y = | — Logcosx entre os limites 


T 3n 
x=0 e x= —.. Resp. Logtg —. 
Z: P. Big 8 


Determinar o comprimento da primeira espira da espiral de Arquimedes 
p=ap a partir do pólo. Resp. na VIF + Log (2x + V1+4m2). 


Determinar o comprimento da espiral logarítmica p=e"? do pólo ao 


Ta? 
ponto (p, q). Resp. VITE eL y Faz. 


Determinar o comprimento total da curva p = a sen? £ . Resp. 5 114.2. 
2 

Determinar o comprimento da evoluta da elipse z- cos? t y y= 
a 

4 (a3—b3) ` 

ab ` 
Determinar o comprimento da cardióide p = a (1 + cos q). Resp. 8a. 
Determinar o comprimento da evolvente do círculo x = a (cos ọ + q sen q), 


2 
£ sen3t. Resp. 


E 1 
y = a (senp — pcos q) de ọ = 0 a q = qı. Resp. y i- 
Cálculo das áreas dos sólidos de revolução 
Determinar a área da superfície obtida fazendo girar a parábola y? = 4ax 
em torno do eixo Ox, da origem ao ponto da abcissa x = 3a. Resp. 58 ma?. 


Determinar a área do cone gerado pela rotação do segmento de recta 
y=2x, 0<x< 2: a) Em torno do eixo Ox. Resp. 8x y5. b) Em torno 
do eixo Oy. Resp. 4n V5. 


Determinar a área do toro obtido fazendo girar o círculo zx 24 y—b)= a 
em torno do eixo Ox (b > a). Resp. 4%2ab. 

Determinar a área da superfície de revolução gerada pela rotação da 
cardióide de equações paramétricas x = a (2 cos p — cos 2p), y = a (2 sen ọ — 


— sen 2p) em torno do eixo Ox. Resp. E qa. 


2 
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54. 


Qu 
Qu 


59. 


60. 


61. 
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Determinar a área da superfície obtida fazendo girar um arco da ciclóide 


3 
x=a(t—sent); y=a(l— cost) em torno do eixo Ox. Resp. Maa A 


Faz-se girar um arco da ciclóide (ver problema. 53) em volta do eixo Oy. 


Determinar a área da superfície de revolução. Resp. 16n2a? -}- = mal, 


, O arco da ciclóide (problema 53) gira em volta da tangente no seu 


327a? 
3 


vértice. Determinar a área da superfície de revolução. Resp. 


. O astróide x = a sen? t, y = a cos? t gira em volta do eixo Ox. Determinar 


2 
a área da superfície de revolução. Resp. use . 


. O arco de sinosóide y=senx de x=0 a x=27 gira em volta do 


eixo Ox. Determinar a área da superfície de revolução. Resp. 4x [V2 
+ Log (V2 + 1)]. 


a i 
A elipse tao! (a>b) gira em volta do eixo Ox. Determinar a 


área da superfície de revolução. Resp. 2:22 | 9xab DE , em que 


Vean 


e = 


Diferentes. aplicações do integral definido 


2 

Determinar o centro de gravidade do quarto de elipse + =1 (> (z >0, 
2 0). Resp. a A 
3n 3n 


Determinar o centro de gravidade da figura delimitada pela parábola 
x2+4y-—16=0 e o eixo Ox. Resp. (0; $) : 
Determinar o centro de gravidade duma meia esfera. Resp. Sobre o 


€ 


eixo de simetria, à distância de $ R da base. 


e Determinar o centro de gravidade da superfície duma semi-esfera. Resp. 


i ; ; : R 
Sobre o eixo de simetria, à distância > da base. 


e Determinar o centro de gravidade da superfície dum cone circular recto 


cujo raio da base é R e a altura é h. Resp. Sobre o eixo de simetria, 


à distância = dar basé, 


e Determinar o centro de gravidade da superfície plana limitada pelas 


curvas y =senx(0< x< 7), y=0. Resp. (5, 3). 


- Determinar o centro de gravidade duma área plana delimitada pelas 


parábolas y2 = 20x, x? = 20y. Resp. (9; 9). 


- Determinar o centro de gravidade da área dum sector circular do ângulo 


ao centro 2a e de raio R. Resp. Sobre o eixo de simetria, à distância 


2 pena 


3 do vértice do sector. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 
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Determinar a grandeza de pressão da água sobre um rectângulo que aí 
foi lançado verticalmente: a base é de 8m, a altura de 12m e a base 
superior encontra-se a Sm da superfície, paralelamente a esta última. 
Resp. 1056 toneladas. 


O bordo superior duma represa quadrada de 8m de lado encontra-se 
à superfície da água. Qual é a pressão exercida pela água sobre cada 
um dos triângulos da represa obtidos traçando uma diagonal do quadrado. 
Resp. 85 333,33 kg, 170 666,67 kg. 

Calcular o trabalho necessário para bombar água contida num reservatório 
em forma de semi-esfera de 20m de diámetro. Resp. 2,5' 1687 kgm. 
Um corpo está animado dum movimento rectilínio, segundo a lei x = ct, 
em que x é o caminho percorrido durante o tempo f, c = const. A resis- 
tência do meio é proporcional ao quadrado da velocidade, o coeficiente 
de proporcionalidade é k. Calcular o trabalho devido à resistência ao 
avanço quando o corpo passa do ponto x=0 ao ponto x=a. 


Resp. 2 k Y ca”. 


Calcular o trabalho dispendido para bombar um líquido de densidade y 

contido num reservatório cónico, com o vértice voltado para baixo, de 
2 

altura H e de raio da base R. Resp. cini 

Um flutuador de madeira cilíndrico cuja superfície da base é S = 4000 cm2 

e a altura H=SGcm flutua sobre a água. Qual é o trabalho dis- 

pendido para o tirar da água? (o peso específico da madeira é de 0,8). 


2 H2 


Resp. 


Calcular a pressão total exercida pela água sobre uma barragem em forma 
de trapézio isósceles, de dimensões: base superior a = 6,4m, base inferior 
b = 4,2 m, altura H = 3m. Resp. 22,2 toneladas. 


Determinar a componente axial Pkg da pressão total do vapor exercido 
sobre o fundo esférico duma caldeira. O diâmetro da parte cilíndrica 
da caldeira é de Dmm, a pressão do vapor na caldeira P kg/cm. 

D2? 

Resp. p = P 

p. P 400 * 
Uma árvore vertical de raio r é sustentada por uma tela plana. O peso P 
da árvore está uniformemente repartido sobre toda a superfície de apoio. 
Calcular o trabalho total das forças de atrito quando a árvore gira 


uma volta. O coeficiente de atrito é yu. Resp. —apPr, 

Uma árvore vertical termina por um tronco de cone. A pressáo específica 
deste tronco de cone sobre a tela é constante e igual a P. O diámetro 
superior do cone troncado é D. o diámetro inferior d, o ángulo no 
vértice 2a. O coeficiente de atrito é p. Calcular o trabalho das forgas 
TP ¿ns 3 

6 sena (D — d ).n 

Um tronco prismático de comprimento | estende-se progressivamente sob 
a acção duma força crescente de O a P de maneira que a força de 
extensão é equilibrada em cada instante pelas forças elásticas do tronco. 
Calcular o trabalho 4 da força de extensão, supondo que o prolonga- 
mento é elástico. 4 secção transversal do tronco é F, o módulo de 
elasticidade do material E. 


de atrito para uma volta da árvore. Resp. 
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Indicação — Se x é o prolongamento e f a força aplicada, tem-se 


f= + xz. O prolongamento sob a acção da força P é mes : 


EF 
PAL PI 
Resp. 4="5"=2EF * 


Uma barra prismática está suspensa verticalmente e uma forca de exten- 
são P está aplicada à sua extremidade inferior. Calcular o prolongamento 
da barra sob a acção do seu próprio peso e da força P, conhecendo 
o comprimento da barra em repouso |, a secção transversal F, o seu 


(Q + 2P)1 
2EF 
Calcular o tempo durante o qual se vaza um reservatório prismático 
cheio até ao nível H. A secção transversal é F, a secção de abertura f, 


a velocidade de vazamento é dada pela fórmula v = p V 2gh, em que 
p é o coeficiente de viscosidade, g a aceleração da força de gravidade, 


peso Q é o módulo de elasticidade do material E. Resp. Al = 


h a distância da abertura ao nível do líquido. Resp. po Ho 
F VE uf V 26H 
vv gl 


Determinar o débito Q de água (quantidade de água evacuada durante 
a unidade de tempo) através dum escoadouro de secção rectangular. 


A altura do escoadouro é h, a sua largura b. Resp. Q=% ubh V2gh . 


Determinar o débito Q de água que rola através duma abertura rectangular 
lateral de altura a e de largura b, sendo H a altura da superfície do 


lado interior do rectângulo. Resp. Q = Laa x [49% — (H — ay). 


ANEXO I 


Estabelecimento duma dependência funcional a partir dos dados 
experimentais pelo método dos mínimos quadrados 


Suponhamos que se deve estabelecer, segundo os dados experimentais, 
a dependência funcional que permite exprimir a grandeza y em função da 


grandeza x: 
y = Ẹ (z). (1) 
Os resultados experimentais forneceram-nos n valores da função y para 


os valores correspondentes da variável independente. Estabeleçamos, como se 
segue, o quadro desses valores: 


A forma da função x = q (x) é estabelecida ou com o apoio de consi- 
derações teóricas, ou segundo a disposição no plano das coordenadas dos 
pontos correspondentes aos valores experimentais. (Estes pontos chamar-se-ão 
«pontos experimentais».) Suponhamos, por exemplo, que os pontos experimentais 
estão situados no plano das coordenadas da maneira indicada na figura 243a. 
Tendo em atenção o facto de que no decorrer do desenvolvimento da expe- 
riéncia, se podem cometer erros, é natural supor que a função incógnita 
y = p (x) possa ser procurada sob a forma duma função linear y = ax + b. 

Se os pontos experimentais estão dispostos como está indicado na 
figura 243b, é natural procurar a função y = q (x) sob a forma y = axb, etc. 

Quando a forma da função y = ọ (x, a b, c, ...) é escolhida, resta 
calcular os parâmetros a, b, c, .... dessa função, de maneira que num certo 
sentido ela descreva da melhor maneira o processo considerado. 

Um método largamente aplicado na resolução deste problema é o 
método dos mínimos quadrados. Ele consiste no que se segue. Consideremos 
os quadrados das diferenças entre os valores y, obtidos experimentalmente 
e os valores da função ọ (x, a, b, c, ...,) nos pontos correspondentes: 


S(a,b,c,...)= Y) lyi—Q (Zis 2, dc, -..)1?. (2) 
i=1 


Escolhamos os parâmetros a, b, c, ..., de modo que esta soma tenha 
um valor mínimo; 


S (a, b, c, ...)J= [Yi —Q (Zi, a, b, c, ...)]2=min. (3) 


i=1 
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O problema reduz-se, assim, a determinar os valores dos parámetros 
a, b, c, ..., para os quais a função S (a b, c, ...) admite um mínimo: 

Resulta do teorema 1 (Cap. VIII, máximo e mínimo) que estes valores 
a, b, c, ..., verificam o sistema de equações 


ðS os e os ne 4 
=0, =0 Er =0, id (4) 


ou sob uma forma explícita: 
n 


mm 


3p (£i, a, b, C, da) na 
ba [yi— P (Zi, a, b, C, Se) || A a O 
i=1 
n 
Op (Zi, a, d,e...) 
> [vi —0Q (Zis a, b, Cc, ...)] eea en 6 
i=1 
n 
Op (Ti, a,b, ce...) 
` [yi — F (Ti, a, b, c, ssa] RR 


i=1 


Fig. 243a Fig. 243b 


Fig. 243c 


O número de equações é aqui igual ao das incógnitas. Em cada caso 
concreto analisa-se o problema da existência da solução do sistema de equa- 
ções (5) e da existência do mínimo da função S(a, b, c, ...). 

Consideremos certos casos de determinação da função y = ọ (x, a, b, c, ...). 
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I Seja y=ax + b. Neste caso a função S(a, b) é da forma (con- 
frontar a expressão (2)): 


S (a, b)= Y [yi— (az; +b)]2. (6) 
i=1 


É uma função de duas variáveis a e b (x, e y, são os números dados: 
cf. o quadro anterior). Por conseguinte: 


s n 
ŽŽ 2 5 lyi—(e21+0)] 2,=0, 
i=1 
as E 
ET >) [yi—(az;+5))=o0, 
i=1 


isto é, o sistema de equações (5) é neste caso da forma: 


X yizi—a Y 22—b 5, 2,=0, 
n A (7) 
i=1 1 


Obtivemos um sistema de duas equações lineares a duas incógnitas a e b. 
É evidente que este sistema tem uma solução determinada e que para o 
valores encontrados a e b a função S(a, b) admite um mínimo (*). 


II. Suponhamos que tínhamos escolhido na qualidade de função de 
aproximação o trinómio do segundo grau 


y = ar + br+e. 


(*) Isto pode ser também fácilmente estabelecido com o apoio das 
condições suficientes (teor. 2, Cap. VIII, máx. e mín. duma função). Com 
efeito, aqui 


Por conseguinte, 
2 E z 2 
02S ¿2S 025 3 3 5 Ne 


=4 Y (1:—22>0, 55 >0 
1,3; 
i<j 
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Neste caso, a expressão (2), é da forma: 
n 
S (a, b, c)= Y [yi—(azi+bz;+0)]2. (8) 
i=1 


É uma função de três variáveis a, b. c. O sistema das equações (5) 
escreve-se, então: 


[yi—(azi+bz;+0)] 2-0, 


eo. 


[yi— (azi+br;4+e)]z;=0, 


ed. 


Ms Im» ls 


(yi —(azi+bx;+<c)]=0, 


e. 
| 
mio 


ou sob a forma explícita: 


n n n 
Yiti—a > ri—b > zi—c >, zi =Q, (9) 


i=1 
n n n 
> yi—a > ri—b ` z; —cen =Q. 
i=1 i=1 i=1 


Obtemos um sistema de equações lineares para determinar as incógnitas 
à, b, c. Resulta da natureza do problema que o sistema possui, uma solução 
determinada e que para os valores obtidos a, b, c a função S(a, b, c) admite 
um mínimo. 

Exemplo — Suponhamos que a experiência nos tenha fornecido quatro 
valores da função y = ọ (x) para os quatro valores da variável independente 
(n = 4) apresentadas sob a forma de quadro: 


Procuraremos a função ọ sob a forma de função linear y = ax + b. 
Formemos a expressão S(a, b): 


4 
S (a, )= 5 [yi —(ax¡4b)]?. 
i=1 
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Para formar o sistema (7) com o fim de determinar os coeficientes a e b 
calculemos, primeiramente: 


4 4 
bà Jizi=21; > xi—39 : a, tiil: > y; =10. 
i=1 i=1 i=1 i=1 
O sistema (2) põe-se sob a forma: 
21 — 39a — 11b =0, | 
10—11a—4b=0. | 


Resolvendo este sistema, encontramos a e b: 


a p159 
= ao — 30 
A recta procurada, (fig. 243c), é 
26 159 


Y=—3 94 35 + 


ANEXO ua 


Fórmula de Interpolacáo de Newton. Derivacáo numérica 


Suponhamos que são conhecidos (n + 1) valores yo y,» -.. Yn da função 
q (x) para os (n + 1) valores da variável independente x, x, .... Xn A dife- 
rença entre os valores consecutivos da variável independente supõe-se cons- 
tante. Designemo-la por h. Podemos assim estabelecer o quadro seguinte dos 
valores da função desconhecida y = ọ (x) para os valores correspondentes da 
variável independente. ; 


z | To | zı = Toh T> = Lp + 2h TE In = Zn + nh 


y | Yo | yi y2 ... Yn 


Formemos um polinómio de grau náo superior a n que toma os valores 
correspondentes de y para os valores correspondentes de x. Este polinómio 
representará, aproximadamente, a função q (x). 

Introduzamos, primeiramente, as . notações: 

Ayo=Y1—Yo Ayyi=yo—yy AYa=Y3—Y2 ---» 
A2yo = y2 —2Y1 + Yo=Ay1 — Ayo, Ayy=Ayo— Aya, eos 


A3yo= Ya —3Ya + 3Y4 — Yo =A?y1— Alvo, +...» 


A"yy= AP-ly, — A™ lyo. 


É o que se chama diferenças de 1.*, 2.*, ..., n ordem. Escrevamos o 
polinómio que formam os valores y,, y,, respectivamente, para Xo Xy 
Este será o polinómio do 1.° grau. 


Py (2) = y0 + ÁYo Ta . (1) 


Com efeito, 


h 
P4 (2) lap =Y0+ Pi lux, =Yo t Ayo q = Yot (Ya — yo) =Y1- 


Escrevamos o polinómio que forma os valores yo Y, Yz respectivamente, 
para Xo Xis Xz 
Este será um polinómio do 2.º grau. 


Tt—I Aly TI—Zo [ T—o 
Po (1) =v0 + Ayo y ão A (E). (2) 
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De facto, 
P, la =x% — Yo» P, lzi F Yi» 
A2yo 2h (2h 


O polinómio de terceira ordem será da forma: 


= r—Xg , A?yo Tp [L—% — ) 
Ps (2) =yo+ Ago A (1) + 
ASyo T— T9 [ T— To T— Lo ) 3 
ra a a E (8) 
Finalmente, o polinómio de ordem n que toma os valores yo Yy 
Yo» +» Yn» respectivamente, xo, Xi,» X» -.., Xn, será da forma: 
= r—p , Ayo 2—% [(T—%p 
Pr (1) =y0 + Ayo — ¿+ JUE E (= +... 
Ay 1T— T9 [T—LO Tc o y 
cp > 1)... [2 (n n], (4) 


o que se pode verificar por substituição directa. É o que se chama a fórmula 
de interpolação ou o polinómio de interpolação de Newton. 

De facto, para este quadro, o polinómio de Lagrange e o polinómio de 
Newton são idênticos, se bem que diferentemente escritos, porque o polinómio 
de grau não superior a n que toma n + 1 valores dados para os n + 1 valores 
dados de x, é determinado univocamente. 

Em numerosos casos o polinómio de interpolação de Newton é mais 
cómodo do que o polinómio de interpolação de Lagrange. A particularidade 
deste polinómio reside no facto de que ao passar do polinómio do grau k 
ao polinómio do grau (k + 1) os (k + 1) primeiros termos não são modificados; 
só um novo termo se vem juntar que é igual a zero para todos os valores 
anteriores da variável independente. 


Nota — Segundo as fórmulas de interpolação de Lagrange (conforme a 
fórmula (3), $ 10) e de Newton (fórmula (4)) os valores da função são deter- 
minados sobre o intervalo x, < x < xn. Se se determina segundo estas fórmulas 
o valor da função x < x, (pode-se fazê-lo para baixos valores de |x — x, |), 
diz-se, então que se efectua uma extrapolação do quadro no passado. Se 
se determina o valor da função para x, <x, diz-se que se efectua uma 
extrapolação do quadro no futuro. 

Suponhamos que os valores de uma certa função incógnita q (x) são 
dados pelo quadro apresentado no começo deste anexo. Pede-se, para deter- 
minar aproximadamnte a derivada desta função. Este problema resolve-se da 
maneira seguinte. Constrói-se o polinómio de interpolação de Lagrange ou 
de Newton e determina-se a derivada deste polinómio. 

Como a maior parte das vezes se considera quadros para os quais 
as diferenças entre os valores consecutivos da variável independente são cons- 
tantes, utilizaremos a fórmula de interpolação de Newton. Sejam dados três 
valores da função yo, Y,» Y, para os valores x,, x,, x, da variável independente. 
Escrevamos, então, o polinómio (2) e derivemo-lo. Obtemos o valor aproximado 
da derivada da função sobre o segmento x, [x Sx, 


r Ay A?yo o T— Tg 3 
Pata x = x, obtemos 


: ' Ayo _A?Yyo 
q (20) = Pz (10) = 2 —= h (6) 
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Se considerarmos o polinómio do 3.º grau (3), obtemos, para derivada 
a expressáo: 


2h h 


+o É (em 6 EE )+2]. (1) 


q (= Pitj=Ho po (2220. 4) 4 


Em particular, para x = x, obtemos: 


q" (20) = Pi (= 02 Ayo, Am (8) 


Se utilizarmos a fórmula (4), obtemos, para a expressão aproximada da 
derivada para x =x, 


Ayo. A? A3 As 
Pena a an De (9) 


Notemos que para as tunções que têm derivadas, a diferença Ay, é 
um infinitamente pequeno de primeira ordem, A?y, um infinitamente pequeno 
da segunda ordem, A3y, um infinitamente pequeno de terceira ordem e assim 
sucessivamente, em relação a h. 
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